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1 Introduction
• L’objectif du pre´sent texte est, en particulier, d’e´tendre aux orbifoldes
ge´ome´triques finies Ka¨hle´riennes (X|∆) les re´sultats connus concernant les en-
sembles de Green-Lazarsfeld et les quotients re´solubles des groupes fondamentaux,
ainsi que les reveˆtements universels des varie´te´s Ka¨hle´riennes compactes.
Cette extension est motive´e par la classification bime´romorphe des varie´te´s
Ka¨hle´riennes compactes et l’e´tude de leurs reveˆtements universels, qui reposent
de manie`re essentielle sur la conside´ration de ces orbifoldes ge´ome´triques (X|∆),
qui sont des reveˆtements ramifie´s virtuels des varie´te´s Ka¨hle´riennes compactes, et
e´liminent virtuellement les fibres multiples de fibrations (voir les §6.1 et §6.4 ci-
dessous pour une bre`ve description, qui fournit certaines des motivations du pre´sent
texte, et [Ca 04] et [Ca 07] pour les de´tails).
Bien que les objets conside´re´s ici soient essentiellement les meˆmes 1 que les clas-
siques champs de Deligne-Mumford lisses, le point de vue adopte´ ici ame`ne naturel-
lement a` poser les questions conside´re´es ici (ainsi que de nombreuses autres), non
aborde´es jusqu’ici dans la the´orie des champs.
Les deux questions 2que nous souhaitons aborder dans un cas tre`s particulier sont
([Ca 07, question 12.12]) :
1. Pour toute (X|∆) lisse, avec X Ka¨hler compacte, pi1(X|∆) est-il commensu-
rable a` pi1(Y ), pour Y compacte Ka¨hler (ou projective) lisse ade´quate, de meˆme
dimension que X ?
2. Le reveˆtement universel 3 ˜(X|∆) est-il isomorphe au reveˆtement universel Y˜
d’une Y compacte Ka¨hler a` singularite´s quotient, et de meˆme dimension que X ?
Peut-on choisir Y projective 4 si le reveˆtement universel de (X|∆) n’est pas recouvert
par des sous-varie´te´s complexes compactes de dimension strictement positive ?
Puisque l’on a une suite exacte : K → pi1(X|∆) → pi1(X) → 1 dans laquelle K
est engendre´ par des e´le´ments de torsion en nombre fini modulo conjugaison (maisK
n’est ni de torsion, ni de type fini, en ge´ne´ral, voir §. 2.2), les questions pre´ce´dentes
1. Deligne-Mostow emploient en fait, dans [D-M 93, §14, pp. 137-141], le terme orbifolde pour
de´signer essentiellement les objets conside´re´s ici. Leur inte´reˆt y est e´galement centre´ sur leur groupe
fondamental, de´fini comme ci-dessous. Je remercie F. Catanese qui m’a indique´ cette re´fe´rence.
2. Voir aussi §7.4
3. D’un mode`le bime´romorphe ade´quat, “minimal” si (X |∆) n’est pas unire´gle´e.
4. Les exemples de C. Voisin de varie´te´s Ka¨hle´riennes non homotopiquement projectives n’in-
firment en rien ces coincidences potentielles, puisque soit non-minimaux, soit unire´gle´s. Ces
exemples montrent plutot que certaines transformations bime´romorphes ne sont pas re´alisables
sur des varie´te´s projectives.
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admettent une re´ponse affirmative lorsque pi1(X|∆) est re´siduellement fini ou admet
un sous-groupe d’indice fini sans torsion, et donc, en particulier, lorsque ce groupe
est line´aire, et en particulier, virtuellement nilpotent.
Par contre, les groupes re´solubles de pre´sentation finie ne sont pas ne´cessairement
re´siduellement finis (un contre-exemple re´soluble au proble`me du mot, et donc a` la
finitude re´siduelle, est construit dans [K 81]).Ces groupes forment donc la classe de
groupes la plus simple sur laquelle tester les questions pre´ce´dentes. Les re´sultats du
pre´sent texte fourniront, en particulier, une re´ponse affirmative a` ces deux questions
lorsque pi1(X|∆) est re´soluble.
Plus pre´cise´ment, nous montrons ici, entre autres choses, que les re´sultats connus
concernant les ensembles de Green-Lazarsfeld et les quotients re´solubles des groupes
de Ka¨hler s’e´tendent sans changement aux groupes fondamentaux des orbifoldes
ge´ome´triques Ka¨hle´riennes 5.
En particulier, pour le groupe fondamental d’une telle orbifolde :
1. Son ensemble de Green-Lazarsfeld est re´union d’un nombre fini de translate´s
par des e´le´ments de torsion de sous-tores du groupe des caracte`res de ce groupe (§3).
2. Ses quotients re´solubles sont tous virtuellement nilpotents si (et seulement si)
l’orbifolde conside´re´e n’a pas de morphisme sur une courbe orbifolde hyperbolique
(apre`s e´ventuel reveˆtement orbifolde-e´tale fini) (§4).
Les quotients virtuellement nilpotents des groupes fondamentaux des orbifoldes
compactes Ka¨hler sans morphisme sur une courbe orbifolde hyperbolique coincident
donc avec ces meˆmes quotients virtuellement re´solubles. Les quotients nilpotents
sont classifie´s par la suite centrale descendante correspondante, qui est de´termine´e
par ses deux premiers termes, par ‘formalite´’ au sens de D. Sullivan. Ces quotients
sont ne´ammoins extreˆmement mal connus, meˆme lorsque pi1(X) est suppose´ nil-
potent sans torsion (des exemples existent de classe de nilpotence 2, l’existence est
actuellement inconnue pour des classes de nilpotence 3 ou plus).
3. Dans une dernie`re partie (§7) , nous montrons, ge´ne´ralisant les re´sultats de
[Ca 01], que si f : X → Y est une application holomorphe surjective connexe,
avec X compacte et Ka¨hler, les classes de nilpotence νs des s-ie`mes quotients des
se´ries centrales (quotiente´s par leur torsion) de pi1(X), pi1(Y |∆f ), et pi1(Xy) satisfont,
comme dans le cas d’un produit, une ine´galite´ non-archime´dienne de la forme :
νs(pi1(X)) = max{νs(pi1(Xy)), νs(pi1(Y |∆f))}. Ce fait, qui repose sur des re´sultats
profonds de the´orie de Hodge, duˆs a` P. Deligne et R. Hain, est en complet contraste
avec le cas (non-Ka¨hler) des quotients d’un groupe de Lie complexes re´solubles par
un re´seau cocompact.
4. Nous montrons aussi (aux §5 et §6) que les ensembles de Green-Lazarsfeld
et les quotients re´solubles du groupe fondamental coincident essentiellement pour
(X|∆), pour la factorisation de Stein de son image d’Albanese, et (a` un facteur
abe´lien pre`s) pour son “coeur”. En particulier (voir §6), les quotients re´solubles de
5. Et devraient aussi s’e´tendre, semble-t-il, aux champs de Deligne-Mumford lisses dont l’espace
des modules est domine´ par une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte. Je remercie C. Simpson pour avoir
souleve´ cette question.
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pi1(X|∆) sont virtuellement abe´liens si (X|∆) est spe´ciale (voir [Ca 07] et le §6 pour
les de´finitions du “coeur” et de “spe´ciale”). Conjecturalement (6.2), pi1(X|∆) est
lui-meˆme virtuellement abe´lien si (X|∆) est “spe´ciale”.
On re´duit ainsi l’e´tude de ces invariants, pour (X|∆) arbitraire, au cas cru-
cial ou` (X|∆) est projective de type ge´ne´ral, et ou` son morphisme d’Albanese est
ge´ne´riquement fini sur son image.
Il serait inte´ressant de savoir si ces re´sultats subsistent pour l’image d’Albanese
(et non seulement pour sa factorisation de Stein. Voir la question 5.2), et aussi
dans quelle mesure les re´sultats pre´ce´dents peuvent eˆtre e´tendus aux groupes fon-
damentaux des orbifoldes logarithmiques (ie : des varie´te´s “quasi-projectives” ou
“quasi-Ka¨hler”) en utilisant la the´orie de Hodge mixte. Certains re´sultats sont de´ja`
connus dans des situations particulie`res de ce cas ([A 98], [AN 93], [M 78]). Voir
aussi le §7.4 pour d’autres questions.
Remerciements : Je voudrais remercier T. Delzant pour m’avoir communique´
ses textes [De 06] et [De 07], fourni une photocopie de [B-S], et signale´ l’oubli d’une
condition dans une version initiale du pre´sent texte.
2 Rappels sur les orbifoldes ge´ome´triques et leurs
reveˆtements.
On rappelle ici tre`s brie`vement certaines des notions relatives aux orbifoldes
ge´ome´triques introduites dans [Ca 01] et [Ca 07]. On se limite a` celles qui sont
strictement indispensables pour le pre´sent texte. Ces dernie`res notions ont, en fait,
e´te´ de´ja` de´finies tout simplement sous le terme “d’orbifoldes” dans [D-M 93, §14,
pp. 135-141], texte que m’a signale´ F. Catanese.
2.1 Orbifoldes ge´ome´triques
Si X est un espace analytique complexe normal et connexe, un diviseur orbifolde
∆ sur X est un Q-diviseur effectif de la forme ∆ :=
∑
J(1 − 1/mj).Dj, dans lequel
les mj ≥ 2 sont, soit des entiers
6, soit +∞, et ou` les Dj sont des diviseurs de
Weil irre´ductibles distincts de X , localement finis. La re´union des Dj est appele´e le
support de ∆, note´ Supp(∆). Le couple (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique, dite
logarithmique (resp. finie) si mj = +∞, ∀j (resp. si mj < +∞, ∀j). Les orbifoldes
ge´ome´triques interpolent donc lorsque X est compacte, entre les cas propre (ou`
∆ = 0), et logarithmique. On dira enfin que (X|∆) est lisse si X est lisse et si
Supp(∆) est un diviseur a` croisement normaux. On dira enfin que (X|∆) est Ka¨hler
si X est lisse, Ka¨hle´rienne, compacte et connexe.
6. Il s’agit donc ici seulement de diviseurs orbifoldes entiers dans la terminologie de [Ca 07].
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Pour tout diviseur de Weil irre´ductible de X , on notera m∆(D) sa multiplicite´
dans ∆, e´gale a` mj si D = Dj pour l’un (unique) des j ∈ J , et a` 1 sinon.
On dira que l’orbifolde ∆ sur X divise l’orbifolde ∆1 sur X si les multiplicite´s
de ∆ divisent toutes celles de ∆1 (ie : si pour tout D, m∆(D) divise m∆1(D)).
Un cas particulier classique est celui des orbifoldes de courbes, dans lequel X = C
est une courbe projective lisse et connexe, et ∆ est alors la donne´e d’un nombre fini
de points pj affecte´s de multiplicite´s entie`res mj . Le fibre´ canonique est alors le Q-
diviseur KC|∆ := KC+∆, dont le degre´ est : deg(KC|∆) := 2(g−1)+
∑
j(1−1/mj).
On dit que C|∆) est hyperbolique si deg(KC +∆) > 0.
Un morphisme orbifolde 7 f : (X|∆)→ (C|∆C) d’une orbifolde ge´ome´trique sur
une courbe orbifolde est une application holomorphe surjective et a` fibres connexes
de l’espace analytique normal connexe et compact X sur la courbe projective lisse C
telle que pour tout b ∈ Supp(∆C), si f
∗(b) =
∑
k tk.Ek, on a, pour tout k : m∆C (b)
divise tk.m∆(Ek).
Lorsque dim(C) est arbitraire, on impose que f(X) ( ∆C , et que la condition
de divisibilite´ pre´ce´dente soit satisfaite pour tout diviseur irre´ductible b de C.
Si f : X → C est un morphisme surjectif, avec X,C comme pre´ce´demment, et
si (X|∆) est une structure orbifolde sur X , on de´finit la base orbifolde de (f,∆) sur
C, note´e ∆f,∆ (ou simplement ∆f s’il n’y a pas d’ambiguite´ sur ∆), comme e´tant la
plus petite des structures orbifoldes ∆C sur C telle que f : (X|∆)→ (C|∆C) soit un
morphisme orbifolde. Explicitement : m∆f (b) = pgcd{tk.m∆(Ek)} pour tout b ∈ C,
avec les notations pre´ce´dentes.
Lorsque dim(C) > 1, la de´finition est la meˆme, mais en omettant les diviseurs
f -exceptionnels de X .
Remarque 2.1 Remarquons que si d : Y → X et f : X → C sont des fibrations, et
si F := f ◦ d, alors : ∆F divise ∆f , et ∆f divise ∆f,∆ pour tout diviseur orbifolde ∆
sur X . Ces assertions re´sultent du fait que pour tous entiers mj , tj , on a : pgcdj{tj}
divise pgcdj{tj.mj}.
2.2 Groupe fondamental
On s’inte´ressera ici, lorsque (X|∆) est lisse et Ka¨hler, a` son groupe fondamental
pi1(X|∆), et a` la structure de son reveˆtement universel
˜(X|∆), de´finis ci-dessous.
Rappelons donc (voir [D-M 93, §14], [Ca 07, §11], ou [Cat 07, definition 4.5
p. 102]) que pi1(X|∆) := pi1(X − Supp(∆))/L, ou` L est le sous-groupe normal de
pi1(X − Supp(∆)) engendre´ par tous les e´le´ments de la forme l
mj
j , ou` lj est un petit
7. Il s’agit des morphismes orbifoldes divisibles dans la terminologie de [Ca 07] qui conside`re
des morphismes et orbifoldes ge´ome´triques plus ge´ne´raux. On ne conside`rera ici que les morphismes
divisibles, auxquels s’appliquent toutes les conside´rations de [Ca 04] et [Ca 07].
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lacet entourant une fois le diviseur Dj. (On omet les points-base). C’est donc un
groupe de pre´sentation finie puisque pi1(X − Supp(∆)) est de pre´sentation finie.
On a donc un morphisme naturel surjectif : pi1(X|∆) → pi1(X) dont le noyau
K est engendre´ par des e´le´ments de torsion (les images dans pi1(X) des e´le´ments lj
ci-dessus. Voir [Ca 01], lemme 1.9.9). Cette proprie´te´ sera cruciale dans la suite. Ob-
server cependant queK n’est en ge´ne´ral, ni de torsion, ni de type fini 8. Une premie`re
conse´quence de cette proprie´te´ est que si r : pi1(X|∆) → G est une repre´sentation
dans un groupe G sans torsion, elle se factorise par pi1(X).
Plus ge´ne´ralement, si r : pi1(X|∆) → G est une repre´sentation dans un groupe
re´siduellement fini (par exemple si G ⊂ Gl(N,C) est line´aire), alors sa restriction
a` un sous-groupe G′ d’indice fini ade´quat a une image sans torsion, et se factorise
donc par pi1(X
′), ou` (X ′|∆′) est un reveˆtement orbifolde-e´tale fini de (X|∆).
2.3 Reveˆtement universel orbifolde
Soit (X|∆),∆ :=
∑
j(1 −
1
mj
).Dj une orbifolde ge´ome´trique lisse
9. Elle admet
(voir [N 87, 1.3.15, p.43]) un reveˆtement universel r : ˜(X|∆) → (X|∆), c’est-a`-
dire un reveˆtement connexe et simplement connexe, normal, Galoisien de groupe
G = pi1(X|∆), non-ramifie´ au-dessus du comple´mentaire de Supp(∆), et ramifiant
au-dessus de chaque point lisse x ∈ Dj du support de ∆ a` un ordre m
∗
j qui divise
mj . Un tel reveˆtement est unique a` automorphisme de reveˆtement pre`s. Les entiers
m∗j sont e´galement de´termine´s par ces conditions. L’orbifolde ge´ome´trique (X|∆
∗),
avec ∆∗ :=
∑
j(1 −
1
m∗
j
).Dj est la “re´duction” de (X|∆) (rendue “de´veloppable”,
par division ade´quate de ses multiplicite´s). On a, en particulier : G = pi1(X|∆) ∼=
pi1(X|∆
∗). Voir [N 87], [D-M 93, §14] ou [Ca 07, §11.3] pour plus de de´tails.
Par exemple, si X = C est une courbe projective lisse et connexe, alors (C|∆)
est hyperbolique si et seulement si son reveˆtement universel est le disque unite´
D, et (C|∆) = D/G, ou` G est le pi1-orbifolde de (C|∆), agissant proprement et
discontinuement sur le disque unite´ D. Une telle orbifolde est “re´duite”.
Si X = P2 muni de deux droites projectives affecte´es d’une meˆme multiplicite´
m ≥ 2, le groupe fondamental est Zm et le reveˆtement universel le coˆne sur la courbe
rationnelle normale de degre´ m, donc singulier. Cette orbifolde est “re´duite”.
On a, de plus, une bijection naturelle entre :
1. les sous-groupes G′ de G := pi1(X|∆), et :
2. Les reveˆtements orbifolde-e´tales v : (X ′|∆′) → (X|∆) : ce sont ceux qui sont
non-ramifie´s au-dessus du comple´mentaire de Supp(∆), et ramifient au-dessus de
chaque point lisse x ∈ Dj du support de ∆ a` un ordre m
′
j , avec mj = m
′
j .m∆′(D
′
j),
8. Conside´rer, par exemple, l’orbifolde hyperbolique (E|
∑
2g
j=1(1−
1
2
).{pj}), ou` E est une courbe
elliptique : un reveˆtement orbifolde-e´tale de degre´ 2 est une courbe de genre g ≥ 2.
9. Les e´nonce´s qui suivent sont en fait valables, plus ge´ne´ralement, lorsque les groupes fonda-
mentaux locaux sont finis.
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ou` m∆′(D
′
j) est la ∆
′-multiplicite´ de l’unique composante D′j de v
∗(Dj) passant par
x′ ∈ v−1(x).
Par exemple, si a : (C ′|∆C′) → (C|∆C) est un morphisme orbifolde-e´tale, alors
(C|∆C) est hyperbolique si et seulement si (C
′|∆C′) l’est.
Un tel reveˆtement X ′ a, au plus, des singularite´s quotient. Si d′ : Y ′ → X ′ est
une de´singularisation, elle induit donc un isomorphisme entre pi1(Y
′) et pi1(X
′), par
[Ko 93, 7.2-7.5]. Lorsque ce reveˆtement est fini, on peut choisir Y ′ Ka¨hler, puisque
X ′ est alors dans la classe C de Fujiki.
Les e´ventuelles singularite´s de l’espace normal ˜(X|∆) sont donc des singula-
rite´s quotient (par des groupes abe´liens dans notre cas orbifolde lisse). Cet espace
admet une de´singularisation G-e´quivariante d : Y˜ → ˜(X|∆) qui est Ka¨hler si X
l’est. De plus, ˜(X|∆) (ainsi que tous les reveˆtements orbifolde-e´tales Galoisiens in-
terme´diaires) admettent une structure Ka¨hle´rienne e´quivariante au sens orbifolde
usuel. Ce fait est e´tabli dans [Cl 08’].
2.4 Morphismes sur des courbes.
Nous aurons besoin du :
Lemme 2.2 Soit un diagramme commutatif :
(X ′|∆′)
g
//
h′

(X|∆)
h

C ′
a
// C
dans lequel les fle`ches verticales sont des fibrations sur des courbes projectives,
X et X ′ e´tant normaux et connexes compacts. On suppose que g est orbifolde-e´tale.
Alors, a : (C ′|∆h′,∆′)→ (C|∆h,∆) est aussi orbifolde-e´tale.
En particulier : (C|∆h,∆) est hyperbolique si et seulement si (C
′|∆h′,∆′) l’est.
De´monstration : Soit b ∈ C, et b′ ∈ C ′ tel que a(b′) = b. On note ra(b
′) l’ordre
de ramification de a en b′. Il s’agit de montrer que ra(b
′).m∆h′ (b
′) = m∆h(b).
On a : h∗(b) =
∑
k tk.Fk, et g
∗(
∑
k tk.Fk) =
∑
k,j tk.rg(F
′
k,j) + ..., en posant :
g∗(Fk) =
∑
j rg(F
′
k,j).F
′
k,j + ..., en de´signant par F
′
k,j les composantes irre´ductibles
de g−1(Fk) contenues dans (h
′)−1(b′), et par rg(F
′
k,j) l’ordre de ramification de g le
long de F ′k,j.
Par ailleurs : ra(b
′).(h′)∗(b′) = ra(b
′).
∑
k,j .t
′
k,j.F
′
k,j =
∑
k,j tk.rg(F
′
k,j).F
′
k,j, puisque
h ◦ g = a ◦ h′.
Donc : ra(b
′).t′k,j = tk.rg(F
′
k,j), ∀k, j.
Puisque g est orbifolde-e´tale, on a aussi : m∆′ .rg(F
′
k,j) = m∆(Fk), ∀k, j.
Par de´finition : ra(b
′).m∆′
h
(b′) = pgcd(k,j){ra(b
′).t′k,j.m∆′(F
′
k,j)} =
=pgcd(k,j){tk.rg(F
′
k,j).m∆′(F
′
k,j)} = pgcd(k,j){tk.m∆(Fk)} = m∆h(b) 
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Signalons enfin que si f : X → C est un morphisme surjectif de X , compacte
Ka¨hler, sur une courbe projective C, et si (X|∆) est lisse, alors f induit une suite
exacte de groupes :
1→ pi1(F |∆F )→ G→ pi1(C|∆f,∆)→ 1,
dans laquelle ∆F est la restriction de ∆ a` la fibre ge´ne´rique F de f . Voir [Ca
07, Prop.11.7] pour la de´monstration (en toute dimension pour C, pourvu que le
morphisme f soit ‘net’, ce qui peut eˆtre re´alise´ par modifications ade´quates de X et
C).
3 Ensembles de Green-Lazarsfeld des orbifoldes
ge´ome´triques.
3.1 Ensembles de Green-Lazarsfeld : ge´ne´ralite´s.
Soit G un groupe de type fini, DG son groupe de´rive´ (engendre´ par ses commu-
tateurs), Gab = G/DG son abe´lianise´.
Le groupe des caracte`res complexes (multiplicatifs) de G est Gˆ := Hom(G,C∗) =
H1(X,C∗), par le the´ore`me d’Hurwicz. On notera χ un tel caracte`re, et Cχ le G-
module dont le groupe additif est C, muni de l’action : g.u := χ(g).u, pour (u, g) ∈
C×G.
On note Σ1(G) ⊂ Gˆ l’ensemble de Green-Lazarsfeld de G, constitue´ des ca-
racte`res χ : Gab → C
∗ tels que H1(G,Cχ) 6= 0. La suite spectrale de Hochschild-Serre
fournit un isomorphisme naturel H1(G,Cχ) ∼= HomG((DG)ab,Cχ), G agissant sur
(DG)ab par conjugaison, et sur C par multiplication par χ ([Be 92, 4.2]).
Un morphisme de groupes surjectif q : G → Q induit des injections q∗ : Qˆ→ Gˆ
et Σ1(Q)→ Σ1(G).
3.2 Ensembles de Green-Lazarsfeld orbifoldes.
Si (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique finie, lisse et (compacte) Ka¨hler, on
notera G := pi1(X|∆), H := pi1(X), et f : G→ H le morphisme de groupes surjectif
naturel, de noyau K. On posera : Σ1(X|∆) := Σ1(G) ⊂ Gˆ = H1(X,C∗). On a une
inclusion e´vidente f ∗ : Hˆ → Gˆ dont le conoyau est fini, puisque K est engendre´ par
des e´le´ments de torsion, et que G est de type fini.
L’ensemble Σ1(G) ne de´pend que du me´tabe´lianise´ de G, c’est-a`-dire du quotient
de G par son second groupe de´rive´ D2(G) = D(D(G)). Son inte´reˆt dans le cas
ou` G = pi1(X|∆) est que sa structure permet de montrer que ce me´tabe´lianise´ est
virtuellement nilpotent si DG est de type fini, et que (X|∆) fibre sur une courbe
orbifolde hyperbolique sinon.
La the´orie de Hodge fournit de cruciales restrictions sur sa structure (de´couvertes
dans [GL 87]) de´crites ci-dessous, qui impliquent de tre`s fortes restrictions sur la
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structure du groupe G lui-meˆme (observe´es pour la premie`re fois dans [Be 92]). Ces
implications proviennent de la suite exacte :
1→ DG/D2G→ G/D2G→ G/DG := Gab → 1,
et de l’action par conjugaison de Gab sur DG/D
2G. Pour cette action, les compo-
sants isotypiques sont pre´cise´ment les e´le´ments de Σ1(G). Ces observations seront
de´veloppe´es ci-dessous.
The´ore`me 3.1 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique finie, lisse et Ka¨hler, et
Σ1(X|∆) ⊂ H1(X,C∗) son ensemble de Green-Lazarsfeld. Alors :
1. Σ1(X|∆) est une re´union finie de translate´s de sous-tores par des e´le´ments de
torsion.
2. il existe un nombre fini de morphismes orbifoldes fj de (X|∆) sur des courbes
orbifoldes hyperboliques (Cj|∆Cj ) de genre g(Cj) > 0 tels que la re´union des com-
posantes irre´ductibles de dimension strictement positive de Σ1(X|∆) soit la re´union
des (fj)
∗(Σ1(Cj |∆Cj)).
Si DG est de type fini, il n’existe pas (voir 4.5.(2)) de morphisme fj comme
ci-dessus, donc :
Corollaire 3.2 Dans la situation du the´ore`me 3.1, supposons que DG soit de type
fini, avec G := pi1(X|∆). Alors : Σ
1(X|∆) est un ensemble fini compose´ d’ e´le´ments
de torsion.
Remarque 3.3 La situation est donc l’exact analogue du cas ou` ∆ = 0 traite´ dans
[GL 87], [Be 92], [Si 93] et [Ca 01]. La de´monstration donne´e ci-dessous consiste a` se
ramener a` ce cas particulier par des arguments dont certains sont analogues a` ceux
utilise´s dans [Ca 01, (1.9.3-1.11.8, pp. 603-607) ] pour de´duire le cas Ka¨hler du cas
projectif. Dans le §3.3, nous donnons aussi, en suivant une suggestion du rapporteur,
l’esquisse d’une preuve directe, entie`rement inde´pendante, qui consiste a` adapter au
cadre orbifolde la de´monstration de [De 07].
Remarquons aussi que l’on pourrait proce´der ci-dessous de manie`re plus naturelle
et directe, en re´ecrivant dans le cadre des orbifoldes ge´ome´triques (ou de la the´orie
des champs, ou des V-varie´te´s de Satake) la de´monstration des re´sultats de [Be 92]
et de [G-L 87]. Nous y avons renonce´ : faute de re´fe´rences approprie´es, il aurait e´te´
ne´cessaire de rede´finir les notions utilise´es dans ce cadre, ce qui e´tait en soi de´ja` un
article inde´pendant.
De´monstration du the´ore`me 3.1 : Elle consiste a` construire un reveˆtement
orbifolde-e´tale fini g : (X ′|∆′)→ (X|∆) tel que la restriction des e´le´ments de Σ1(G)
proviennent d’e´le´ments de Σ1(X ′) (de´singularise´e), a` exploiter la structure (connue)
de ce dernier, puis de redescendre ces constructions sur (X|∆).
Plus pre´cise´ment, nous allons construire un diagramme commutatif :
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Y ′
d′
##H
H
H
H
H
H
H
H
H
(X ′|∆′)
g
//
h

(X|∆)
f

X ′
f ′

C ′
a
// C
tel que :
1. g soit orbifolde-e´tale, et qu’existent χ′ ∈ Σ1(X ′) et u′ ∈ H1(X ′,Cχ′) tels
que g∗(χ) = h∗(χ′), et g∗(u) = h∗(u′) pour tout χ ∈ Σ1(G) et u ∈ H1(G, χ). En
particulier, g∗(Σ1(G) ⊂ h∗(Σ1(X ′)). C’est la premie`re e´tape (proposition 3.4).
2. Nous distinguons alors deux cas : χ est isole´ dans Σ1(G) et donc de torsion,
ou bien χ n’est pas isole´ dans Σ1(G). Dans ce cas, que l’on suppose re´alise´ dans
la suite, on construit les morphismes f ′, a, f du diagramme ci-dessus, et on montre
que les bases-orbifoldes de f ′ ◦ h et de f sont hyperboliques. C’est la seconde e´tape
(lemmes 3.9 et 3.10).
3. Dans la troisie`me e´tape, on montre (lemmes 3.11 et 3.12) l’existence de γ ∈
Σ1(pi1(C|∆f,∆)) tel que χ = f
∗(γ), ce qui ache`ve la de´monstration.
La premie`re e´tape est la suivante :
Proposition 3.4 Il existe un reveˆtement orbifolde-e´tale fini g : (X ′|∆′) → (X|∆)
tel que, pour tout couple (χ, u) avec 1 6= χ ∈ Σ1(G) et 0 6= u ∈ Hom(DGab,Cχ),
si H ′ := pi1(X
′), alors il existe χ′ ∈ Σ1(H ′) et 0 6= u′ ∈ Hom(DH ′ab,Cχ′) tels que
g∗(χ) = h∗(χ′) et g∗(u) = h∗(u′), si h : G′ := pi1(X
′|∆′) → H ′ est le morphisme de
groupes naturel.
De´monstration : Posons G := pi1(X|∆), et H := pi1(X). Le morphisme de
groupes naturel surjectif f : G → H a un noyau K engendre´ par des e´le´ments
de torsion (voir 2.2). Il induit donc un morphisme de groupes (abe´liens) surjectif
(Df)ab : (DG)ab → (DH)ab.
Lemme 3.5 (Voir [Ca 01, 1.9.8]) Avec les notations pre´ce´dentes, on a :
1. DG est d’indice fini dans K.DG.
2. Il existe un sous-groupe G′ ⊂ G normal et d’indice fini, avec G/G′ abe´lien, tel
que K ∩G′ ⊂ DG.
De´monstration de 3.5 : L’application compose´e K → G→ Gab a pour noyau
K ∩ DG, et une image T , isomorphe a` K.DG/DG, qui est finie, puisque K est
engendre´ par des e´le´ments de torsion, et Gab abe´lien de type fini. D’ou` l’assertion 1.
Soit G” ⊂ Gab un supple´mentaire dans Gab (donc sans torsion) du sous-groupe
de torsion Tors(Gab) ⊃ T . C’est-a`-dire que l’on a : Gab = G” ⊕ Tors(Gab), et en
particulier : G” ∩ T = {1}. On de´finit alors G′ comme e´tant l’image re´ciproque de
G” dans G. Alors : K ∩G ⊂ DG. En effet : l’image de G′ dans Gab est sans torsion,
tandis que celle de K est finie 
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Nous choisissons et fixons maintenant un sous-groupe normal et d’indice fini
G′ ⊂ G comme dans le lemme pre´ce´dent. On note g∗ : Ĝ → Ĝ′ la restriction
naturelle (de noyau fini).
Lemme 3.6 g∗(Σ1(G)) ⊂ Σ1(G′), et g∗ : H1(G, χ) → H1(G′, g∗(χ)) est injective,
pour tout χ ∈ Gˆ.
De´monstration La corestriction (voir [Se 68, VII,§7, proposition 6, p. 127])
montre cette injectivite´, puisque G′ est d’indice fini dans G. La premie`re assertion
en re´sulte. 
Soit g : (X ′|∆′)→ (X|∆) le reveˆtement orbifolde-e´tale fini de´fini par l’inclusion
G′ ⊂ G de 3.5 (voir 2.3 ci-dessus). Soit h′ : G′ → H ′ := pi1(X
′) le morphisme de
groupes naturel. Son noyau K ′ est donc engendre´ par des e´le´ments de torsion. De
plus, K ′ ⊂ (K ∩G′) ⊂ DG.
Par le lemme 3.6 ci-dessus, si χ ∈ Ĝ, et si 0 6= u ∈ HomG(DGab,Cχ), alors
0 6= g∗(u) ∈ HomG′((DG
′)ab,Cg∗(χ)).
Par le lemme 3.7 ci-dessous (applique´ a` G′, N = K ′, et g∗(χ), avec G/N = H ′),
on a :g∗(χ) = (h′)∗(χ′), pour χ′ ∈ Ĥ ′, et g∗(u) = (h′)∗(u′), pour 0 6= u′ ∈ H1(H ′,Cχ′).
Donc χ′ ∈ Σ1(X ′). Ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition 3.4 
Lemme 3.7 Soit χ ∈ Σ1(G), et u ∈ HomG((DG)ab,Cχ). Soit N ⊂ DG un sous-
groupe normal de DG tel que u s’annule sur N . Alors :
1. Il existe χ′ ∈ H1(G/N,C) tel que χ = q∗(χ′), si q : G → Q := G/N est le
quotient.
2. Il existe v ∈ HomQ((DQ)ab,Cχ′) tel que u = q
∗(v) (dans un sens fonctoriel
e´vident)
De´monstration de 3.7 : Il suffit de ve´rifier l’existence de χ′, c’est-a`-dire que
χ(k) = 1 pour k ∈ N , ce qui est e´vident, puisque χ(k) = 1 pour k ∈ DG, et que
N ⊂ DG. 
La proposition 3.4, et la premie`re e´tape, sont ainsi e´tablies.
Remarque 3.8 Si d′ : Y ′ → X ′ est une de´singularisation Ka¨hle´rienne, elle induit,
d’apre`s [Ko 93,7.2-7.5], un isomorphisme de groupes au niveau des groupes fonda-
mentaux. Les ensembles de Green-Lazarsfeld de X ′ et Y ′ seront donc identifie´s ici.
Autrement dit, on peut supposer X ′ lisse, et Σ1(X ′) a donc la structure de´crite dans
l’e´nonce´ 3.1, par les travaux cite´s ci-dessus.
Remarquons aussi que, puisque les singularite´s de X ′ sont quotient, si f ′ : Y ′ →
C ′ est un morphisme sur une courbe C ′ de genre g′ > 0, alors ce morphisme se
factorise par d′.
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Nous abordons maintenant la seconde e´tape de la de´monstration du the´ore`me
3.1. Distinguons deux cas :
1. χ′ est isole´ dans Σ1(X ′), et donc de torsion, par [Ca 01] (qui re´duit le cas
Ka¨hler au cas projectif, e´tabli par C. Simpson dans [Si 93]). Alors χ est de torsion
dans Ĝ.
2. χ′ n’est pas isole´ dans Σ1(X ′). C’est ce second cas qu’il nous reste donc a`
traiter.
Par [Be 92, 3.5] reformule´ dans la terminologie orbifolde, et les remarques 3.8
et 2.1 ci-dessus, pour toute composante irre´ductible de Σ1(X ′) contenant h∗(χ), il
existe un morphisme orbifolde f ′ : X ′ → (C ′|∆f ′) tel que la composante irre´ductible
conside´re´e de Σ1(X ′) contenant h∗(χ′) soit e´gale a` une composante irre´ductible de
(f ′)∗(Σ1(pi1(C
′|∆f ′)). Fixons une telle composante.
Nous allons d’abord montrer que f ′ provient d’un morphisme F : X → C.
Lemme 3.9 Il existe un diagramme commutatif, avec C une courbe, F et a e´tant
des morphismes surjectifs :
X ′
g
//
f ′

X
F

C ′
a
// C
De´monstration : Conside´rons le diagramme commutatif :
B′
g
//

B

Alb(X ′)
g
//
f ′

Alb(X)
f

Alb(C ′) a // Alb(X)/B
Dans lequel on utilise les meˆmes lettres pour de´signer une application, l’une de
ses restrictions, et l’application induite au niveau des varie´te´s d’Albanese. De plus,
B′ de´signe le noyau (qui est connexe) du morphisme f ′, et B := g(B′).
Dans ce diagramme, B 6= Alb(X). En effet : χ′ = (f ′)∗(γ′) est trivial sur le
noyau pi1(B
′), et χ est donc trivial sur pi1(B), puisque g
∗(χ) = χ′. Si B = Alb(X),
χ est donc de torsion, contrairement a` notre hypothe`se. (Remarquer que pi1(X) et
̂pi1(Alb(X)) ont la meˆme composante neutre).
Donc : C := a(C ′) est une courbe irre´ductible de Alb(X)/B, puisque C ′ engendre
Alb(C ′), de sorte que C engendre Alb(X)/B 6= {0}. La commutativite´ du diagramme
pre´ce´dent montre que f : X → C est surjective, avec f ◦ g = a ◦ f ′ : X ′ → C. (On
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a normalise´ C, et encore note´ a la restriction de a a` C ′, enfin αX est le morphisme
d’Albanese de X) 
Lemme 3.10 La base orbifolde de F : (X|∆)→ C est hyperbolique.
De´monstration : On de´duit des morphismes f ′ : X ′ → C ′ et f : X → C
le diagramme commutatif suivant de morphismes orbifoldes, dans lequel g est, par
construction, orbifolde-e´tale :
(X ′|∆′)
g
//
F ′

(X|∆)
F

(C ′|∆f ′,∆′)
a
// (C|∆F,∆)
On de´duit alors du lemme 2.2 que a : (C ′|∆f ′,∆′) → (C|∆F,∆) est orbifolde-
e´tale, et donc que (C|∆F,∆) est une courbe orbifolde hyperbolique si (C
′|∆f ′,∆′)
l’est. Ve´rifions cette dernie`re proprie´te´.
Soit F” := f ′ ◦ d′ : Y ′ → C ′ ; nous savons que (C ′|∆F”) est hyperbolique. Donc
(C ′|∆f ′) est a fortiori hyperbolique, puisque ∆F” divise e´videmment ∆f ′(voir la
dernie`re remarque de la section 2.1). Enfin, ∆f ′ divise ∆f ′,∆′ (e´galement par 2.1),
ce qui e´tablit l’hyperbolicite´ de (C ′|∆f ′,∆′). 
Troisie`me e´tape.
Rappelons que g∗(χ) = h∗(χ′), pour χ′ ∈ Σ1(H ′), H ′ := pi1(X
′), et que χ′ n’est
pas isole´ dans Σ1(H ′). On a, de plus, identifie´ H ′ et pi1(Y
′) si d′ : Y ′ → X ′ est une
de´singularisation Ka¨hle´rienne. On note aussi : F” := f ′ ◦ d′ : Y ′ → C ′.
Le the´ore`me 3.1 re´sulte alors des lemmes 3.11 et 3.12 ci-dessous :
Lemme 3.11 Posons M := pi1(C|∆F,∆), et M
′ := pi1(C
′|∆F ′).
Si χ′ ∈ Σ1(H ′) n’est pas isole´ dans Σ1(H ′), alors :
1. (d′)∗ ◦ g∗(χ) = (f ′)∗(γ′), pour un γ′ ∈ Σ1(M ′).
2. H1(H ′,Cχ′) = (f
′)∗(H1(M ′,Cγ′)).
3. il existe γ ∈ Σ1(M) tel que χ = F ∗(γ), et H1(G,Cχ) ⊂ F
∗(H1(M,Cγ)).
De´monstration : Assertion 1. Nous avons vu que (d′)∗ ◦g∗(χ) = h∗(χ′) pour un
χ′ ∈ Σ1(H ′). Par [Be 92], la composante connexe de Σ1(H ′) contenant χ′, suppose´
non isole´ dans Σ1(H ′) est une composante connexe de (f ′)∗(Σ1(M ′)). D’ou` l’asser-
tion, puisque (F ′)∗ := (d′)∗ ◦ (f ′)∗, et que d′ identifie H ′ et pi1(Y
′), et donc χ′ et
(d′)∗(χ′).
Assertion 2. L’assertion re´sulte de [A 92, theorem 3, p. 311].
Nous allons aussi en donner une de´monstration utilisant plusieurs des arguments
de [Be 92]. Nous avons tout d’abord l’e´galite´ :H1(H ′,Cχ′) = H
1(Y ′,L′), L′ de´signant
le faisceau localement constant sur Y ′ de´duit de Cχ′, ainsi qu’une suite exacte courte
(voir [Be 92, de´monstration de la prop.3.5], et [A 92, Theorem 3]) :
0→ E1,02 (Y
′, χ′)→ H1(H ′,Cχ′)→ E
0,1
2 (Y
′, χ′)→ 0,
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dans laquelle E1,02 (Y
′, χ′) est l’homologie du complexe :
H0(Y ′, L′)→ H0(Y ′,Ω1Y ′ ⊗ L
′)→ H0(Y ′,Ω2Y ′ ⊗ L
′),
tandis que E0,12 (Y
′, χ′) est le noyau de la fle`che :
H1(Y ′, L′)→ H1(Y ′,Ω1Y ′ ⊗ L
′),
dans lesquels les fle`ches sont donne´es par ∧ω, tandis que, si L′ est le fibre´ en droites
plat sur Y ′ donne´ par le caracte`re χ′, dont les sections locales sont constantes, alors
L′ de´signe le fibre´ en droites holomorphe de´fini par : L′ := L′⊗COY ′ . Enfin, ω
′ est
une 1-forme holomorphe non-nulle sur C ′.
Par fonctorialite´, nous avons un diagramme commutatif :
0 // E1,02 (C
′, γ′)
∧ω
//
F ′∗

H1(M ′,Cγ′)
∧ω
//
F ′∗

E0,12 (C
′, γ′) //
F ′∗

0
0 // E1,02 (Y
′, χ′)
∧F ′∗(ω)
// H1(H ′,Cχ′)
∧F ′∗(ω)
// E0,12 (Y
′, χ′) // 0
Nous voulons montrer que la fle`che verticale du milieu est bijective. Il suffit
de montrer que les deux autres fle`ches verticales extreˆmes le sont. Pour celle de
gauche, ceci re´sulte des arguments donne´s dans la de´monstration de [Be 92, Prop.
2.1]. Pour la fle`che de droite, ceci re´sulte du fait que E0,12 (Y
′, χ′) est le conjugue´ de
E1,02 (Y
′, (χ′)−1), ce qui est de´montre´ (mais non formule´) dans la preuve de [Be 92,
Prop. 3.5].
Assertion 3. Soit en effet 0 6= u ∈ HomG(DG,Cχ), alors g
∗(u) ne s’annule pas
sur DG′par le lemme 3.6. Puisque, par l’assertion 2 pre´ce´dente, g∗(u) = (F ′)∗(v),
v ∈ H1(C ′,Cγ′), u s’annule sur Φ
′ := pi1(Ψ
′),Ψ′ e´tant une fibre lisse de f ′ : X ′ → C ′.
Donc u s’annule sur g∗(Φ
′), qui est un sous-groupe d’indice fini de Φ := pi1(Ψ),
Ψ := g(Ψ′) e´tant une fibre lisse de f : X → C.
Puisque le groupe (additif) Cχ est sans torsion, u s’annule aussi sur Φ, et meˆme
sur Φ∆ := pi1(Ψ|∆Ψ). On a note´ ∆Ψ := ∆|Ψ la restriction du diviseur ∆ a` une fibre
ge´ne´rique Ψ de f . La dernie`re assertion provient de ce que le noyau du morphisme
de groupes naturel Φ∆ → Φ est engendre´ par des e´le´ments de torsion.
On dispose enfin ([Ca 07, prop.11.7]) d’une suite exacte de groupes (car tout
morphisme sur une courbe est net) induite par f∗ :
Φ∆ → G→ M → 1
Le lemme 3.7 montre alors que χ = F ∗(γ), pour γ ∈ M̂ . La seconde assertion de
3 est e´vidente 
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Lemme 3.12 Soit C une courbe projective lisse et connexe de genre g(C) ≥ 1. Soit
∆C une structure orbifolde sur C telle que (C|∆C) soit hyperbolique. Soit M :=
pi1(C|∆C). Alors : Σ
1(M) = M̂ si g(C) ≥ 2, et Σ1(M) = M̂ − M̂0 si g(C) = 1. On
de´signe ici par M̂0 = H1(C,C∗) la composante neutre de M̂ , prive´e de son e´le´ment
unite´.
De´monstration : Cet e´nonce´ re´sulte des arguments des de´monstrations de [Be
92, §1 et Prop. 3.5] 
Remarque 3.13 Dans la situation de 3.12, si ∆C =
∑
j(1 −
1
mj
).{pj}, le groupe
de torsion T de M̂ est isomorphe au sous-groupe T (∆) de ⊕jZ/mj constitue´ des
familles de classes (k¯j)j telles que
∑
j
kj
mj
soit entier. (Voir [Be 92, 1.5]).
3.3 Seconde de´monstration, inde´pendante.
Nous donnons ici, suivant une suggestion due a` un rapporteur, une seconde
de´monstration potentielle du the´ore`me 3.1 pre´ce´dent. Cette de´monstration est une
simple adaptation au cadre orbifolde de celle de [De 07]. Observons qu’elle est
inde´pendante de [Si 93] en particulier.
Soit χ ∈ Σ1(X|∆). Soit K le sous-corps de C engendre´ par χ(G), G := pi1(X|∆),
et OK l’anneau des entiers alge´briques deK. Si χ n’est pas de torsion, alors le lemme
de Kronecker montre que, ou bien :
1. χ(G) n’est pas contenu dans OK , ou bien :
2. |χ(G)| 6= 1.
Il suffit donc de montrer que, dans chacun de ces deux cas, χ provient d’un
morphisme orbifolde sur une courbe orbifolde hyperbolique.
Dans le cas 2, ceci re´sulte en particulier de la de´monstration donne´e ci-dessus
du the´ore`me 3.1 (plus pre´cise´ment, de sa re´duction au cas ou` ∆ = 0). Une
de´monstration plus naturelle pourrait eˆtre obtenue en formulant les arguments de
[Be 92] dans le cadre orbifolde. (Ceci ne´cessiterait de de´velopper et introduire les
notions et proprie´te´s de base utilise´es).
Dans le cas 1, il est montre´ dans [De 07] qu’il existe une valuation discre`te ν sur
K telle que le morphisme compose´ ν ◦ χ : G→ Z soit ‘exceptionnel’ dans le sens de
Bieri-Neumann-Strebel (c’est-a`-dire tel que que l’image re´ciproque dans le graphe de
Cayley de G (pour un syste`me fini arbitraire de ge´ne´rateurs) d’un intervalle ]t,+∞]
ade´quat soit non-connexe). L’existence de ν repose sur un lemme alge´brique utilisant
le fait que l’abe´lianise´ de G est de type fini, et donc que son alge`bre de groupe a`
coefficients rationnels est noethe´rienne. Le fait que la classe de la compose´e reste
dans Σ1(G) se ve´rifie en faisant agir G sur l’arbre de Bruhat-Tits de Sl(2, K) par
l’interme´diaire du caracte`re χ et de la classe de 0 6= u ∈ H1(G, χ).
La de´monstration du the´ore`me 4.5 ci-dessous montre alors que ν ◦ χ provient
encore d’une courbe orbifolde hyperbolique. La de´monstration de la proposition 2
de [De 07] montre que χ lui-meˆme provient de cette courbe orbifolde.
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Nous renvoyons a` [De 07] pour les de´tails omis.
4 Quotients re´solubles des groupes de Ka¨hler or-
bifoldes.
Nous suivrons, en les adaptant au contexte orbifolde, les arguments de [De 06].
Le re´sultat principal est le suivant :
The´ore`me 4.1 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X Ka¨hler com-
pacte et connexe. On a e´quivalence entre les proprie´te´s suivantes :
1. Tout quotient re´soluble R de tout sous-groupe d’indice fini G de pi1(X|∆) est
virtuellement nilpotent (ie : admet un sous-groupe d’indice fini nilpotent).
2. Il n’existe pas de morphisme orbifolde divisible f ′ : (X ′|∆′) → (C|∆C) sur
une courbe orbifolde hyperbolique, si u : (X ′|∆′) → (X|∆) est un morphisme orbi-
folde e´tale fini arbitraire.
3. Il n’existe pas de morphisme de groupes surjectif : pi1(X
′|∆′)→ pi1(C|∆), avec
(C|∆) une courbe orbifolde hyperbolique, si u : (X ′|∆′)→ (X|∆) est un morphisme
orbifolde e´tale fini arbitraire.
Remarque 4.2 Il n’est pas possible de simplifier les e´nonce´s ci-dessus en omettant
de conside´rer les reveˆtements orbifolde-e´tales finis de (X|∆). Voir l’exemple 4.7.
Les implications 1 =⇒ 3 =⇒ 2 sont e´videntes. L’implication 2 =⇒ 1 re´sulte des
trois e´nonce´s 4.3, 4.4 et 4.5 suivants :
The´ore`me 4.3 ([De 06, the´ore`me 3.2]) Soit R un groupe re´soluble de type fini non
virtuellement nilpotent. Il existe alors un sous-groupe R′ d’indice fini de R ayant un
quotient me´tabe´lien Q′ non virtuellement nilpotent. (Un groupe Q′ est me´tabe´lien si
son groupe de´rive´ est abe´lien, ie : si D(DG) := D2G = {1}).
The´ore`me 4.4 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X Ka¨hler com-
pacte et connexe. Si le groupe de´rive´ DG de G := pi1(X|∆) est de type fini, tout
quotient re´soluble de pi1(X|∆) est virtuellement nilpotent.
De´monstration (de 4.4) : Il nous suffit, d’apre`s 4.3, de montrer que G/D2G
est virtuellement nilpotent (avec G := pi1(X|∆)). Or G agit par conjugaison de
manie`re quasi-unipotente sur DG/D2G. En effet, les valeurs propres de l’action
de G sur (DGab) ⊗ C, qui est de dimension complexe finie, ne sont autres que les
e´le´ments de Σ1(X). Or ces e´le´ments sont en nombre fini, et de torsion, d’apre`s 3.2.
Si G′ ⊂ G est le noyau de l’action de G sur (DGab) (qui est abe´lien de type fini),
G′ est donc d’indice fini dans dans G, et G′ agit trivialement sur (G′/D2G), qui est
donc nilpotent et d’indice fini dans G/D2G 
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The´ore`me 4.5 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X Ka¨hler com-
pacte et connexe. On a e´quivalence entre les proprie´te´s suivantes :
1. Il existe G′ < pi1(X|∆) := G d’indice fini tel que le groupe de´rive´ DG
′ n’est
pas de type fini.
2. Il existe un morphisme orbifolde e´tale fini u : (X ′|∆′) → (X|∆), et un mor-
phisme orbifolde divisible f ′ : (X ′|∆′) → (C|∆C) sur une courbe orbifolde hyper-
bolique.
De´monstration : L’implication 2 =⇒ 1 est claire, puisque Dpi1(C|∆C) n’est
pas de type fini si (C|∆C) est hyperbolique et de genre g > 0. Lorsque g = 0,
un reveˆtement orbifolde-e´tale fini de (C|∆C), suppose´e hyperbolique, est de genre
strictement positif.
L’implication oppose´e est, pour l’essentiel, une adaptation au cas orbifolde
de celle de [De 06, the´ore`me 1.1], dont nous adopterons les notations. On peut
e´videmment supposer (quitte a` remplacer (X|∆) par un reveˆtement orbifolde-e´tale
fini ade´quat) que Dpi1(X|∆) n’est pas de type fini. Il existe donc alors (dans la
terminologie de [De 06]) une classe “exceptionnelle” re´elle (ie : a` valeurs re´elles)
χ ∈ Ĝ, avec G := pi1(X|∆). Dire que cette classe est “exceptionnelle” signifie, par
de´finition (voir[B-S]), que χ−1([0,+∞[) n’est pas connexe (ie : dans le graphe de
Cayley C(G) de G, le sous-graphe dont les sommets sont dans χ−1([0,+∞[), et dont
les areˆtes sont toutes les areˆtes joignant de tels sommets n’est pas connexe, ceci pour
un syste`me ge´ne´rateur fini quelconque de G. Cette non-connexite´ est inde´pendante
de ce syste`me ge´ne´rateur). L’existence d’un caracte`re “exceptionnel” lorsque DG
n’est pas de type fini est [B-S, theorem 4.2], l’un des re´sultats de base de la the´orie.
Soit d : Z → X une de´singularisation, qui est un isomorphisme au-dessus de
(X − Supp(∆)). Elle induit, par [Ko 93,7.2-7.9], un isomorphisme au niveau des
groupes fondamentaux. On de´duit de χ une fonction h : Zab → R sur le reveˆtement
abe´lien (sans torsion) maximal de Z, de groupe pi1(X)ab/Torsion. La de´rive´e de
cette fonction descend en une 1-forme re´elle d-ferme´e w, partie re´elle d’une 1-forme
holomorphe ω sur Z.
Soit alors r : ˜(X|∆) → X le reveˆtement universel de (X|∆), et d˜ : Y˜ → ˜(X|∆)
une de´singularisation G-e´quivariante qui domine d : Z → X , et qui est un iso-
morphisme au-dessus de (X − Supp(∆)). La fonction h se rele`ve en une fonction
h˜ : Y˜ → R telle que h˜−1([s,+∞[) ne soit pas connexe pour s > 0 assez grand (par
le lemme 2.2 de [De 06], adapte´). Plus pre´cise´ment, on peut exprimer topologique-
ment (X − Supp(∆)) comme un CW -complexe dont le 1-squelette est un bouquet
de cercles (ne rencontrant donc pas Supp(∆)). Son image re´ciproque dans ˜(X|∆)
est alors topologiquement le graphe de Cayley de G (pour le syste`me non minimal
de ge´ne´rateurs de´fini par ce bouquet de cercles).
Alors h˜−1([s,+∞[) n’est pas connexe, pour s > 0 assez grand, puisque si D ⊂
˜(X|∆) est un domaine fondamental compact pour G, h˜ est borne´e sur D, et que
h˜(g.D) = log(χ(g)) + h˜(D).
Soit alors w˜ le rele`vement a` Y˜ de w. Le second argument (section 2.2.2 de [De 06],
qui en est le point crucial) s’applique encore directement a` notre situation, et montre
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que le feuilletage de Y˜ ′ de´fini par la 1-forme holomorphe g∗(ω) = dF˜ a une feuille
F˜−1(ψ) dont une composante connexe C˜ω est critique, c’est-a`-dire telle que dF˜ = 0
sur cette composante (de codimension un). L’image dans X de cette composante est
une feuille compacte du feuilletage de X de´fini par ω puisque les fibres de d˜ sont
envoye´es sur des sous-ensembles analytiques de codimension complexe au moins 2,
et que r est finie au voisinage de chacun des points de ˜(X|∆). (Remarquer que cette
feuille compacte ne provient e´videmment pas, en ge´ne´ral, d’une feuille critique de
l’image re´ciproque de ω sur le reveˆtement universel de X . L’annulation additionnelle
provient de la ramification de r le long des composantes de ∆).
Il re´sulte alors de [DG 05, 4.1] ou de [Si 93-2] que les feuilles de ω sont toutes
compactes et de´finissent une fibration f : X → C sur une courbe de genre g ≥ 1
telle que ω provienne de C. La base orbifolde (C|∆f,∆) est alors ne´cessairement
hyperbolique, puisque l’on a une suite exacte de groupes ([Ca 07, Prop.11.7]) :
1→ pi1(F |∆F )→ G→ pi1(C|∆f,∆)→ 1,
dans laquelle (F |∆F ) est la fibre orbifolde (ge´ne´rique) de f : (X|∆) → C, de sorte
que pi1(F |∆F ) est de type fini, la classe exceptionnelle χ provenant de C. En effet
si (C|∆C) n’est pas hyperbolique, C est elliptique et ∆C = 0. On a donc une suite
exacte (de´duite de la pre´ce´dente) :
1→ pi1(F |∆F )→ Ker(χ ◦ f∗)→ Ker(χ)→ 1
Mais Ker(χ) ⊂ Z⊕2 est de type fini, donc aussi Ker(χ ◦ f∗), puisque pi1(F |∆F )
est de type fini. Ceci contredit le fait qu’il existe un χ exceptionnel provenant de C
([B-S, theorem 4.2]). 
Corollaire 4.6 Soit (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler dont aucun reveˆtement
orbifolde-e´tale n’admet de morphisme orbifolde sur une courbe orbifolde hyperbo-
lique (condition satisfaite si, par exemple, pi1(X|∆) est re´soluble), alors tout quotient
re´soluble de pi1(X|∆) est virtuellement nilpotent.
Remarque 4.7 Si (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler, et u : (X ′|∆′) → (X|∆)
un reveˆtement orbifolde e´tale fini qui admet un morphisme orbifolde f ′ : (X ′|∆′)→
(C ′|∆C′) sur une courbe orbifolde hyperbolique. Alors (X|∆) n’admet pas toujours
de morphisme orbifolde sur une courbe orbifolde hyperbolique. On ne peut donc
simplifier les e´nonce´s 4.1 et 4.5 en supprimant les conditions sur les reveˆtements.
Conside´rons par exemple X0 la jacobienne d’une courbe ge´ne´rique C de genre 2, X0
identifie´e aux classes [D] de diviseurs D de degre´ 2 modulo e´quivalence line´aire sur
C. Soit g : X → X0 l’e´clate´ de X0 au-dessus du point [KC ]. On a un morphisme
naturel u : X ′ := C × C → X, fini et de degre´ 2, ramifie´ le long de la diagonale
de X ′, et au-dessus de la transforme´e stricte C1 de C ⊂ X0 (par plongement Jaco-
bien par points doubles 2.y, y ∈ C). On ne met pas de structure orbifolde sur X ′,
mais on munit X du diviseur orbifolde ∆ := (1 − 1
2
).C1. Le morphisme u est donc
orbifolde-e´tale. Il est clair que X ′ a des fibrations sur des courbes hyperboliques.
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Cependant, (X|(1− 1
2
).C1) n’a pas de morphisme sur une courbe orbifolde hyperbo-
lique, puisque s’il en existait on aurait (par [Ca 07, the´ore`me 8.17]) un morphisme
presque-holomorphe, donc holomorphe ϕ : X → B sur une courbe. Puisque X0 n’a
pas de tel morphisme (sinon X0 serait isoge`ne a` un produit de courbes elliptiques,
contredisant la ge´ne´ricite´ de C), ϕ doit avoir sur X0 un point d’inde´termination
simple unique au point [KC ], et les diviseurs fibres un nombre d’auto-intersection
e´gal a` 1, ce qui contredit la parite´ de la forme d’intersection sur X0.
5 Morphisme d’Albanese.
5.1 Factorisation de Stein du morphisme d’Albanese.
Soit X compacte Ka¨hler et connexe. Soit αX : X → Alb(X) son morphisme
d’Albanese, Z un mode`le lisse de αX(A) ⊂ Alb(X), et enfin Y un mode`le lisse de
la factorisation de Stein de αX : X → Z (que l’on supposera holomorphe, ainsi que
f : X → Y , quitte a` modifier X , ce qui ne change pas pi1(X)).
On obtient ainsi deux applications holomorphes : f : X → Y et g : Y → Z, avec
g ◦ f : X → Z bime´romorphe a` αX : X → αX(X), avec f a` fibres connexes et g
ge´ne´riquement finie, telles que Alb(Z) ∼= Alb(X).
Soit maintenant (X|∆) une structure orbifolde lisse sur X . Elle induit sur Y
et Z des structures orbifoldes ∆Y := ∆f,∆ et ∆Z := ∆g◦f,∆. On supposera (par
modification ade´quate de X, Y, Z) que les morphismes f et g ◦ f sont nets au sens
de [Ca 07]. Ceci implique ([Ca 07]) que pour tout morphisme k : Z → B sur une
courbe projective lisse B, si ∆C := ∆k,∆Z , alors : ∆k◦g◦f,∆ := ∆k,∆Z (et, de manie`re
similaire : ∆k◦g◦f,∆ := ∆k◦g,∆Y ). Remarquons que tout morphisme de X sur une
courbe de genre g > 0 se factorise par Z, par universalite´ de Alb(X).
Soit alors fj : (X|∆)→ (Cj|∆j) l’ensemble (fini, par le the´ore`me de Kobayashi-
Ochiai, voir [A 92] pour ce cas particulier) des morphismes orbifoldes surjectifs et a`
fibres connexes sur des orbifoldes de courbes hyperboliques de genre g > 0, notant
pour tout j :∆j := ∆fj ,∆.
On notera enfin : hX : X → ΠjCj le morphisme produit des fj , et V ⊂ ΠjCj son
image de´singularise´e. On notera encore hX : X → V le morphisme re´sultant (apre`s
modification de X). On supposera encore que h : X → V est net. On munira enfin
V de la structure orbifolde ∆V := ∆h,∆. Par la proprie´te´ de factorisation rappele´e
ci-dessus, il existe donc un unique morphisme h : Z → V tel que hX = h ◦ g ◦ f .
Nous obtenons ainsi une compose´e :
(X|∆)
f
// (Y |∆Y )
g
// (Z|∆Z)
h
// (V |∆V )
5.2 Green-Lazarsfeld et morphisme d’Albanese.
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Si (X|∆) est une orbifolde Ka¨hle´rienne, on note Σ1c(X|∆) la partie continue de
Σ1(X|∆), de sorte que Σ1(X|∆) est re´union de Σ1c(X|∆) et d’un nombre fini de
points isole´s (qui sont de torsion).
Proposition 5.1 Dans la situation et avec les notations du §5.1 pre´ce´dentes, les
applications naturelles de´duites de f, g, h induisent des bijections :
Σ1c(V |∆V )→ Σ
1
c(Z|∆Z)→ Σ
1
c(Y |∆Y )→ Σ
1
c(X|∆X).
De´monstration : Il suffit, par fonctorialite´ de l’e´tablir pour la compose´e. Dans
ce cas l’assertion re´sulte ce ce que Σ1c(X|∆X) est la re´union des f
∗
j (Σ
1(Cj |∆j)), du
fait que les fj se factorisent par g ◦ f , et de l’e´galite´ : ∆h◦g◦f,∆ := ∆V 
Ces e´galite´s sugge`rent de comparer les quotients re´solubles des groupes fonda-
mentaux des 4 orbifoldes pre´ce´dentes.
5.3 Quotients re´solubles et morphisme d’Albanese.
Les applications f : X → Y, g : Y → Z et h : Z → V induisent des morphismes
de groupes naturels f∗ : G := pi1(X|∆)→ pi1(Y |∆Y ) := GY , g∗ : GY := pi1(Y |∆Y )→
pi1(Z|∆Z) := GZ , et h∗ : GZ = pi1(Z|∆Z)→ pi1(V |∆V ) := GV .
On notera aussi :Gf = Ker(f∗),Ggf := Ker((g◦f)∗), etGhgf := Ker((h◦g◦f)∗).
Ce sont des sous-groupes normaux de G.
On a bien suˆr des inclusions : Gf < Ggf < Ghgf .
Remarquer que Ghgf = G lorsque Σ
1
c(X|∆) = ∅ ou, de manie`re e´quivalente,
lorsque (X|∆) n’a pas de fibration sur une courbe orbifolde hyperbolique de genre
g > 0.
Un morphisme de groupes surjectif ϕ : G→ R, avec R re´soluble sera appele´ un
quotient re´soluble de G. Les images ϕ(Gf ), ϕ(Ggf), et ϕ(Ghgf) sont donc alors des
sous-groupes (re´solubles) normaux de R.
Question 5.2 Avec les notations de 5.1 ci-dessus, soit ϕ : G → R un morphisme
de groupes surjectif, avec R re´soluble (on dira aussi que R est un quotient re´soluble
de G).
1. Les groupes ϕ(Gf) et ϕ(Ggf) sont-ils finis ?
2. Le groupe ϕ(Ghgf) est-il virtuellement nilpotent ?
3. Tout quotient re´soluble de (Ghgf) est-il virtuellement nilpotent ?
Une re´ponse affirmative a` la question 5.2.1 signifierait donc que les quotients
re´solubles de G et de GZ sont les meˆmes, a` commensurabilite´ pre`s. Et donc que ces
quotients sont ceux des (groupes fondamentaux) orbifoldes de sous-varie´te´s de tores
complexes. Il est de´montre´ dans [Ca 95] que c’est le cas pour les quotients nilpotents
de G.
Nous re´pondrons (affirmativement) a` ces questions dans le cas de Gf seulement.
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The´ore`me 5.3 Avec les notations pre´ce´dentes, soit (X|∆) une orbifolde lisse et
Ka¨hler, et ϕ : G→ R, un quotient re´soluble de G := pi1(X|∆). Alors :
1. ϕ(Gf) est fini.
2. Si (X|∆) n’a pas de fibration sur une courbe hyperbolique, le groupe ϕ(Ghgf) =
R est virtuellement nilpotent.
Remarque 5.4 La finitude de ϕ(Ggf) est plus de´licate que celle de ϕ(Gf), car non
pre´serve´e a priori par reveˆtements orbifolde-e´tales.
De´monstration : Assertion 2. Si (X|∆) n’a pas de fibration sur une courbe
hyperbolique, alors Ghgf = G, et tout quotient re´soluble de G est virtuellement
nilpotent par 4.6, ce qui e´tablit la seconde partie de la seconde assertion. La finitude
de ϕ(Gf) dans ce cas est un cas particulier de l’assertion 1, de´montre´e ci-dessous,
puisque R = ϕ(Ghgf) est alors virtuellement nilpotent, donc re´siduellement fini.
La de´monstration de l’assertion 1, que nous abordons maintenant, est nette-
ment plus de´licate. Elle utilise les re´sultats et de´finitions interme´diaires 5.5-5.10 qui
suivent :
The´ore`me 5.5 (Voir [Ca 01, the´ore`me 4.1]) 10 Soit f : (X|∆) → (Y |∆Y ) l’appli-
cation de´finie ci-dessus, et ϕ : G→ R un quotient re´soluble de G.
Alors, pour tout sous-groupe G′ d’indice fini de G : (ϕ(Gf ∩G
′))ab est un groupe
fini.
De´monstration : Soit (F |∆F ) l’une des fibres orbifoldes ge´ne´riques de f :
(X|∆)→ (X|∆). Alors Gf ⊂ G est aussi l’image de pi1(F |∆F ) dans G := pi1(X|∆)
(par [Ca 07, 11.2]). Le re´sultat est donc e´tabli lorsque ∆ = ∆Y = 0 dans [Ca 01,
4.1]. La de´monstration de loc. cit. s’adapte en fait directement au cas plus ge´ne´ral
conside´re´ ici en remarquant que (pi1(F |∆F ))ab/Torsion = (pi1(F ))ab/Torsion 
Le proble`me crucial de la de´monstration de 5.3 re´side dans la non finitude
re´siduelle des groupes de type fini re´solubles ge´ne´raux. Nous aurons besoin d’une
version relative.
De´finition 5.6 Soit L < G un sous-groupe normal. Nous dirons que L est
re´siduellement fini dans G si, pour tout sous-groupe L′ < L d’indice fini, il existe
un sous-groupe G′ < G d’indice fini tel que : (G ∩ L) ⊂ L′.
Example 5.7
1. Si G est re´siduellement fini, tout L < G est re´siduellement fini dans G.
10. Dans [Ca 01, 4.1], on affirme que ϕ(Gf ∩ G′) est lui-meˆme fini. La de´monstration e´tablit
d’abord la finitude de l’abe´lianise´, et en de´duit la finitude de ce groupe par l’interme´diaire du
lemme [Ko 93 : J. Kolla`r. Inv. Math.113 (1993), 177-215, Prop. 6.4] dont la de´monstration est
cependant incomple`te. Nous n’e´nonc¸ons donc dans 5.5 ci-dessus que la partie de ce re´sultat qui ne
de´pend pas de [Ko 93, 6.4], et e´tablissons donc [Ca 01, 4.1] inte´gralement dans 5.3 ci-dessus.
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2. Si G = (G/L) ⋉ L est produit semi-direct de L, L de type fini, et d’un sous-
groupe (G/L) < G, alors L est re´siduellement fini dans G.
En effet : si L′ est caracte´ristique dans L, alors G′ := (G/L) ⋉ L′ re´soud le
proble`me pour L′. Or tout sous-groupe d’indice fini de L contient un sous-groupe
caracte´ristique de L d’indice fini, puisque L est de type fini.
Lemme 5.8 Dans la situation de 5.3, ϕ(Gf) est fini si Gf est re´siduellement fini
dans G.
De´monstration (de 5.8) : Elle de´coule directement de 5.5 ci-dessus, puisque,
d’apre`s [Ca 01, 3.6.1] applique´ a` S = ϕ(Gf), un groupe re´soluble S est fini si S
′
ab est
fini pour tout sous-groupe S ′ < S d’indice fini 
Nous allons maintenant nous ramener au cas ou` Gf est re´siduellement fini dans
G.
Lemme 5.9 Soit f : (X|∆) → (Y |∆Y ), avec ∆Y := ∆f,∆, (F |∆F ) de´signant la
fibre orbifolde ge´ne´rique de f , et f nette. Si f admet une section orbifolde divisible
σ : (Y |∆Y )→ (X|∆), alors la suite exacte naturelle :
pi1(F |∆F )→ pi1(X|∆)→ pi1(Y |∆Y )→ 1
est scinde´e, et l’image L = Gf de pi1(F |∆F ) dans G est re´siduellement finie dans
G := pi1(X|∆X).
Rappelons [Ca 07, §5] que σ est une section orbifolde divisible de f si c’en est
une section (au sens usuel), et un morphisme orbifolde divisible.
De´monstration : Le morphisme orbifolde σ induit [Ca 07, §11] un morphisme
de groupes σ∗ : pi1(Y |∆Y ) → pi1(X|∆) dont l’image Σ est un supple´mentaire de
Gf dans pi1(X|∆), qui est donc produit semi-direct de Σ et de Gf . Donc Gf est
re´siduellement fini dans G 
Lemme 5.10 Soit f : (X|∆) → (Y |∆Y ) comme ci-dessus. Il existe alors un dia-
gramme commutatif de morphismes orbifoldes (divisibles) :
(X ′|∆′) u //
f ′

(X|∆)
f

(Y ′|∆Y ′)
v
// (Y |∆Y )
tel que :
1. Les varie´te´s X ′, Y ′ sont Ka¨hler.
2. Les fibres orbifoldes ge´ne´riques de f et f ′ coincident (ie : f ′ est ge´ne´riquement
de´duite de f par le changement de base v).
3. f ′ : (X ′|∆′)→ (Y ′|∆Y ′) admet une section orbifolde σ.
4. Dans cette situation, Alb(X ′) = Alb(X) ×Alb(Y ) Alb(Y
′), et les images de F ′
dans Alb(X ′) et de F dans Alb(X) ont donc la meˆme dimension.
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De´monstration : On choisit : Y ′ := X . Il existe donc une section tautologique
(diagonale) naturelle σ : Y ′ → X ′ := Y ′ ×Y X de la fibration f
′ : X ′ → Y ′. Nous
noterons encore X ′ un mode`le lisse ade´quat de Y ′×Y X . On choisit alors sur X
′ une
structure orbifolde ge´ome´trique ∆′ telle que :
1. La fibre orbifolde ge´ne´rique (F ′|∆F ′) soit e´gale a` son image (F |∆F ).
2. Le morphisme naturel u : (X ′|∆′) → (X|∆) soit un morphisme orbifolde :
c’est toujours possible en augmentant (au sens divisible) les multiplicite´s sur les
composantes f ′-verticales du support de ∆′.
3. La fibration f ′ est nette.
On de´finit alors ∆′Y := ∆f ′,∆′.
En ge´ne´ral, la section σ : (Y ′|∆Y ′) → (X
′|∆′) n’est pas un morphisme orbi-
folde (la ∆Y ′-multiplicite´ d’un diviseur E
′ irre´ductible effectif de Y ′ peut diviser
strictement celle des composantes D′ de ∆′ que rencontre σ au-dessus de E ′). On
peut ne´ammoins, pour tout tel E ′, augmenter au sens divisible les ∆′-multiplicite´s
des composantes irre´ductibles de (f ′)∗(E ′) de telle sorte que la ∆Y ′-multiplicite´ de
E ′ soit e´gale a` la plus grande des ∆′-multiplicite´s des composantes D′. La section
σ : (Y ′|∆Y ′)→ (X
′|∆′) est alors un morphisme orbifolde divisible.
4. Ceci re´sulte de la commutativite´ du diagramme :
H1(X)
u∗
//
f∗

H1(X ′)
(f ′)∗

H1(F )
u∗
// H1(F ′)
dans lequel les coefficients sont rationnels 
Nous pouvons maintenant de´montrer l’assertion (1) du the´ore`me 5.3 :
De´monstration de 5.3.(1) : Elle re´sulte imme´diatemment de 5.8 et des lemmes
5.9 et 5.10 ci-dessus : en effet (avec les notations de 5.10), 5.8 et 5.9 montrent que
l’assertion est vraie pour (X ′|∆′), et que l’assertion pour (X ′|∆′) l’implique pour
(X|∆) aussi. 
6 Orbifoldes spe´ciales et “Coeur”.
6.1 Rappels sur les orbifoldes spe´ciales.
Nous allons rappeler, suivant [Ca 04] et [Ca 07], leur place centrale dans la classi-
fication. Il n’est pas possible de donner ici, faute de place, les de´finitions ne´cessaires.
Nous n’e´voquons donc ici que la structure des constructions et re´sultats, en laissant
de coˆte´ certaines nuances et pre´cisions.
Pour simplifier la description, nous conside´rons tout d’abord le cas d’une varie´te´
(Ka¨hler compacte) X sans structure orbifolde. Les re´sultats et conjectures (mais
non les de´finitions) s’e´tendent sans changement aux (X|∆) “lisses”.
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Rappelons que si X est une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte et connexe, on a
introduit dans [Ca 04] la notion de base orbifolde (Y |∆f ) d’une fibration me´romorphe
dominante f : X 99K Y : il s’agit d’un reveˆtement ramifie´ virtuel de Y e´liminant en
codimension 1 les fibres multiples de f , et constitue´ du couple Y et d’un diviseur
orbifolde ∆f , diviseur de ramification du reveˆtement ramifie´ virtuel associe´.
Une nouvelle classe de varie´te´s, dites spe´ciales, est ensuite introduite. Ces varie´te´s
sont de´finies par les deux conditions e´quivalentes A et B suivantes :
A. Pour tout p > 0 et tout sous-faisceau L ⊂ ΩpX , cohe´rent de rang 1, on
a : κ(X,L) < p. (En particulier, X n’a pas de fibration me´romorphe f sur une
varie´te´ Y de type ge´ne´ral et de dimension p > 0, sans quoi f ∗(KY ) fournirait une
contrediction).
B. Aucune fibration me´romorphe dominante f : X 99K Y n’a de base orbifolde
(Y |∆f ) de type ge´ne´ral.
Les varie´te´s rationnellement connexes, et les varie´te´s avec κ = 0, sont spe´ciales.
Cette classe n’est cependant pas caracte´rise´e par la dimension de Kodaira : les
surfaces avec κ = 1 peuvent eˆtre soit spe´ciales, soit non-spe´ciales. Plus pre´cise´ment,
une surface est spe´ciale si et seulement si κ ≤ 1 et pi1 est presque-abe´lien, ce qui
montre que cette proprie´te´ est stable par de´formation. En dimension 3 ou plus, la
situation est beaucoup plus complique´e. Conditionnellement en une version orbifolde
de la conjecture Cn,m, on montre dans [Ca 07,§10] que les varie´te´s (et orbifoldes)
spe´ciales se de´composent canoniquement en tours de fibrations a` fibres orbifoldes
ge´ne´rales ayant soit κ = 0, soit κ+ = −∞ (une version faible de la connexite´
rationnelle). Voir 6.4 pour plus de de´tails.
Cette de´composition ame`ne naturellement a` conjecturer (en particulier) que :
C. Si X est spe´ciale, pi1(X) est presque-abe´lien.
D. X est spe´ciale si et seulement si sa pseudo-me´trique de Kobayashi est nulle,
si et seulement si elle est potentiellement dense (lorsque de´finie sur un corps de
nombres, disons).
Apre`s ce rappel, nous revenons au cas ge´ne´ral d’une orbifolde lisse (X|∆). On
s’attend a` ce que les proprie´te´s soient analogues au cas ou` ∆ = 0, et l’objectif
du pre´sent texte est justement de le montrer pour certaines proprie´te´s du groupe
fondamental. Nous renvoyons a` [Ca 04] et [Ca 07] pour plus de de´tails sur les notions
utilise´es ici.
Soit (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler. Rappelons ([Ca 07, 8.1]) que (X|∆) est
dite spe´ciale s’il n’existe pas de fibration me´romorphe (au sens orbifolde) dominante
g : (X|∆) 99K (Y |∆Y ) sur une orbifolde (Y |∆Y ) de type ge´ne´ral avec dim(Y ) =
κ(Y |∆Y ) > 0. Une de´finition e´quivalente est la version orbifolde de la de´finition A.
donne´e ci-dessus lorsque ∆ = 0.
Les exemples fondamentaux de telles orbifoldes sont les (X|∆) qui sont soit ra-
tionnellement connexes, soit avec κ(X|∆) = 0. Une fibration dont la fibre orbifolde
ge´ne´rique et la base orbifolde sont spe´ciales est spe´ciale (une proprie´te´ fausse dans
la cate´gorie des varie´te´s sans structure orbifolde). Les tours orbifoldes de telles fi-
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brations sont donc spe´ciales. La re´ciproques e´tant vraie conditionnellement en Corbn,m
(Voir 6.4). Si aX : X → W est la re´duction alge´brique de X , et (X|∆) une struc-
ture orbifolde sur X , la fibre orbifolde ge´ne´rique (F |∆F ) de aX est spe´ciale (ceci est
de´montre´ dans [Ca 04] lorsque ∆ = 0, mais la de´monstration s’adapte sans change-
ment au cas ge´ne´ral). En particulier : (X|∆) est spe´ciale si a(X) = 0, a(X) e´tant la
dimension alge´brique de X .
6.2 Orbifoldes spe´ciales et morphisme d’Albanese.
Soit (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler, et αX : X → Alb(X) son morphisme
d’Albanese.
The´ore`me 6.1 Si (X|∆) est spe´ciale, alors :
0. X est spe´ciale.
1. αX : X → Alb(X) est surjective et connexe.
2. ∆(αX ,∆) = 0.
3. Tout reveˆtement orbifolde-e´tale fini (X ′|∆′)→ (X|∆) est spe´cial.
De´monstration : 0. Il existe en effet un morphisme orbifolde naturel surjectif :
(X|∆) → X = (X|0), et l’image d’une orbifolde spe´ciale l’est aussi. L’assertion 1
est [Ca 04, prop. 5.3], puisque X est spe´ciale. L’assertion 2 se de´montre exacte-
ment comme l’e´nonce´ [Ca 04, prop. 5.3], qui affirme que si X est spe´ciale, alors αX
est surjective, connexe et sans fibre multiple en codimension 1. (La de´monstration
s’applique sans changement lorsque ∆ 6= 0).
L’assertion 3 re´sulte de [Ca 07, prop. 9.11] 
6.3 Quotients re´solubles du pi1 des orbifoldes spe´ciales.
La conjecture centrale concernant le groupe fondamental de ces orbifoldes
ge´ome´triques spe´ciales est (voir [Ca 07]) :
Conjecture 6.2 Si (X|∆) est spe´ciale, alors pi1(X|∆) est virtuellement abe´lien.
Nous allons ve´rifier cette conjecture pour les quotients re´solubles de pi1(X|∆), et
pour une classe un peu plus large d’orbifoldes.
The´ore`me 6.3 Soit (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler. Si, pour tout reveˆtement
orbifolde-e´tale fini r : (X ′|∆′) → (X|∆), l’application d’Albanese αX′ : X
′ →
Alb(X ′) est surjective 11, alors tout quotient virtuellement re´soluble de pi1(X|∆) est
virtuellement abe´lien.
Remarque 6.4 Si l’ orbifolde (X|∆), lisse et Ka¨hler, est spe´ciale, alors ses
reveˆtements orbifolde-e´tales finis le sont aussi, d’apre`s 6.1.(3). Le the´ore`me 6.3 s’ap-
plique donc, d’apre`s 6.1.(1), en particulier, a` toute telle orbifolde spe´ciale.
11. Une condition plus faible (e´galement ne´cessaire) est en fait suffisante : l’injectivite´ de l’ap-
plication (αX′)
∗ : H2(Alb(X ′),Q)→ H2(X ′,Q). Voir [Ca 95] : la de´monstration est la meˆme.
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De´monstration : Hypothe`se et conclusion sont pre´serve´es par reveˆtements
orbifolde-e´tale. L’hypothe`se implique e´videmment que (X|∆) n’a pas de fibration sur
une courbe orbifolde hyperbolique. Les quotients re´solubles de pi1(X|∆) sont donc
virtuellement nilpotents. Il suffit donc (apre`s reveˆtement orbifolde-e´tale ade´quat) de
montrer que si un tel quotient R est nilpotent et sans torsion, il est virtuellement
abe´lien. Mais alors R est aussi un quotient de pi1(X), et le re´sultat principal de [Ca
95] implique l’assertion. 
Corollaire 6.5 Soit (X|∆) une orbifolde lisse et Ka¨hler spe´ciale, et R un groupe
quotient de pi1(X|∆). Alors R est virtuellement abe´lien dans les deux cas suivants :
1. R est virtuellement re´soluble.
2. R < Gl(n,C) est line´aire.
De plus, si q(X ′) := h0(X ′,Ω1X′) = 0 pour tout reveˆtement e´tale fini X
′ de X,
alors R est fini.
De´monstration : SiR est virtuellement re´soluble, il suffit, par 6.3 de ve´rifier que
l’application d’Albanese de X est surjective, puisque les reveˆtements orbifolde-e´tales
finis de (X|∆) sont spe´ciaux. Mais X e´tant elle-meˆme spe´ciale, cette surjectivite´
re´sulte de [Ca 04]. La premie`re assertion est ainsi e´tablie.
SiR est line´aire, il admet, par le lemme de Selberg, un sous-groupe R′ d’indice fini
sans torsion, qui est donc un quotient de pi1(X) (puisque le noyau de pi1(X|∆) →
pi1(X) est engendre´ par des e´le´ments de torsion). Puisque X est aussi spe´ciale,
l’assertion re´sulte encore de [Ca 04, 7.7].
Pour de´montrer la dernie`re assertion, supposons (apre`s reveˆtement orbifolde-
e´tale fini ade´quat) R abe´lien infini sans torsion. Alors R est un quotient de
(pi1(X|∆))ab, et donc aussi de (pi1(X))ab, puisque le noyau de (pi1(X|∆))→ (pi1(X))
est engendre´ par des e´le´ments de torsion. Contradiction, puisque q(X) = 0, par
hypothe`se. 
6.4 Le “Coeur”.
Rappelons que l’on montre dans [Ca 07] (et [Ca 04] lorsque ∆ = 0), l’existence
et l’unicite´, pour toute orbifolde lisse (X|∆), avec X compacte et connexe Ka¨hler,
d’une nouvelle fibration c : (X|∆) → W , presque-holomorphe, (appele´e “le coeur”
de (X|∆)) telle que :
1. Ses fibres orbifoldes ge´ne´rales sont spe´ciales.
2. Sa base orbifolde (W |∆W ) est de type ge´ne´ral (ou un point si (X|∆) est
spe´ciale).
Le coeur scinde donc canoniquement et fonctoriellement (X|∆) en ses parties
antithe´tiques spe´ciale (les fibres orbifoldes) et de type ge´ne´ral (la base orbifolde).
Le “coeur” domine (resp. est domine´ par) toutes les fibrations sur (X|∆) dont la
base orbifolde est (resp. les fibres orbifoldes sont) de type ge´ne´ral (resp. spe´ciales).
Voir [Ca 04], [Ca 07] pour plus de de´tails sur cette fibration.
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On montre aussi (conditionnellement en une version orbifolde Corbn,m de la conjec-
ture Cn,m d’Iitaka) dans [Ca 07] que c = (M ◦ r)
n si n = dim(X). Ce qui fournit
une de´composition fonctorielle canonique du coeur en fibrations e´le´mentaires M et
r, versions orbifoldes des fibrations de Moishezon-Iitaka et du “quotient rationnel”.
Ceci montre que X est spe´ciale si (et seulement si, avec Corbn,m) c’est une tour de
fibrations dont les fibres orbifoldes ont soit κ = 0, soit κ+ = −∞ (une version faible
de la connexite´ rationnelle). La condition “(X|∆) spe´ciale” e´quivaut donc (condi-
tionnellement) a` la combinaison orbifolde de ces deux proprie´te´s. Nous devons a`
nouveau renvoyer a` [Ca 07] pour toutes ces notions.
On va maintenant montrer que les ensembles de Green-Lazarsfeld et les quotients
re´solubles du groupe fondamental d’une orbifolde Ka¨hler coincident essentiellement
(a` un facteur abe´lien fixe pre`s) avec ceux de son “coeur”, ce qui permet, pour
leur e´tude, de se ramener au cas des orbifoldes de type ge´ne´ral, et en particulier,
projectives.
The´ore`me 6.6 Soit c : (X|∆)→ (W |∆W ) le “coeur” de (X|∆) , avec (X|∆) lisse,
et X compacte Ka¨hler.
On note G := pi1(X|∆), et GW := pi1(W |∆W ), avec ∆W := ∆c,∆.
Soit χ ∈ Σ1c(G), et 0 6= u ∈ HomG(DGab,Cχ). Il existe alors χ
′ ∈ Σ1c(W ) tel
que : χ = c∗(χ′), et v ∈ HomGW ((DGW )ab,Cχ′) tel que : u = c
∗(v).
De´monstration : L’assertion re´sulte de 5.1. En effet, puisque la fibration
h ◦ g ◦ f : (X|∆) → (V |∆V ) (introduite au §5.3) a une base orbifolde qui est
de type ge´ne´ral, il existe une factorisation de h ◦ g ◦ f par c. On conclut alors par la
fonctorialite´ de Σ1c . L’existence de v re´sulte du lemme 3.11.(3). 
L’e´tude des quotients re´solubles de G := pi1(X|∆) est base´e sur le lemme 6.7
ci-dessous. Conside´rons le diagramme commutatif :
(X|∆)
f
//
c

(Y |∆Y )
b

(W |∆W )
d
// (T |∆T )
dans lequel f (resp. d) est la factorisation de Stein du morphisme d’Albanese
de (X|∆) (resp. (W |∆W )) introduit au §5.1 ci-dessus, tandis que c est le coeur de
(X|∆), et que b est de´duite des morphismes d’Albanese de X et W . Les structures
orbifoldes sont les bases orbifoldes des fibrations du diagramme. Elles sont compa-
tibles a` la composition des fibrations, en choisissant des mode`les bime´romorphes
“nets” ade´quats (voir [Ca 07, 3.14]).
Lemme 6.7 Dans le diagramme pre´ce´dent, on a les proprie´te´s suivantes :
1. Le morphisme naturel : c′ : X → W ×T Y est surjectif et connexe.
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2. b : Y → T est un fibre´ principal de fibre B := Ker(Alb(X)→ Alb(V )).
3. La fibre orbifolde ge´ne´rique (Yt|∆Y,t) de b : (Y |∆Y )→ (T |∆T ) est sans struc-
ture orbifolde (ie : ∆Y,t := ∆Y ∩ Yt = 0).
De´monstration : 1. La surjectivite´ de c′ provient de ce que le morphisme d’Al-
banese des fibres ge´ne´riques de c est surjectif (d’apre`s 6.1), puisque celles-ci sont
spe´ciales. La connexite´ de c′ est e´vidente, puisque c est connexe.
2. L’application b e´tant induite par un morphisme entre tores complexes, est
un fibre´ principal si ses fibres sont connexes (ce qui est e´vident, puisque celles de
b ◦ f = d ◦ c le sont), et sont des reveˆtements e´tales des translate´s d’un sous-
tore complexe de Alb(X). Cette proprie´te´ est vraie, puisque les fibres lisses de c
sont spe´ciales, et ne dominent donc aucun reveˆtement ramifie´ d’un tore complexe,
puisque leur morphisme d’Albanese est surjectif et connexe (par 6.1).
3. Re´sulte de l’assertion 2. de 6.1. 
On notera (comme ci-dessus) : GY := pi1(Y |∆Y ), GW := pi1(W |∆W ), et GT :=
pi1(T |∆T ). Nous avons donc un diagramme comutatif de morphismes de groupes a`
lignes et colonnes exactes :
G
f∗
//
c∗

GY
b∗

GW
d∗
//

GT

1 1
Corollaire 6.8 Avec ces notations, on a une suite exacte naturelle induite par b :
1→ pi1(B)→ GY → GT → 1
Cette suite est (non canoniquement) scinde´e par des scindages induisant des produits
de groupes : GY ∼= pi1(B)×GT .
De´monstration : On a (par [Ca 07, 11.2]) une suite exacte de groupes :
1→ pi1(B|∆B)→ GY → GT → 1,
ou` (B|∆B) est la restriction de ∆Y a` une fibre ge´ne´rique F ∼= B de b. Mais on a :
∆B = 0 (par 6.7 ci-dessus), et donc : pi1(B|∆B) = pi1(B)
On a donc un diagramme commutatif a` lignes et colonnes exactes :
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1
pi1(B) //

pi1(B)

GY //

pi1(Y ) //

1
GT //

pi1(T ) //

1
1 1
d’ou` l’on de´duit aise´ment l’assertion, en scindant la suite exacte
1→ pi1(B)→ GY → GT → 1
a` l’aide de l’image inverse, note´e pi1(T ) dans GY d’un groupe pi1(T )
∗ < pi1(Y ), pi1(T )
∗
isomorphe a` pi1(T ) et induisant un isomorphisme : pi1(Y ) ∼= pi1(T )
∗ × pi1(B).
Il est alors imme´diat de ve´rifier que GY = pi1(T ) ⋉ pi1(B), que pi1(B) est central
dans GY , et que pi1(T ) ∼= GT . 
Le re´sultat suivant de´coule alors imme´diatement de 6.8 et de 6.6 :
The´ore`me 6.9 Soit ϕ : G := pi1(X|∆) → R un quotient re´soluble de G. Soit
(comme ci-dessus) Gf := Ker(f∗ : G→ GY ). Alors :
1. ϕ(Gf) est un sous-groupe fini normal de R (par 5.3). Soit ρ : R → R
′ :=
R/ϕ(Gf) le quotient, et ϕ
′ := ρ ◦ ϕ : G→ R′.
2. Soit A := Ker(a∗ : G→ GW ). Alors : ϕ
′(A) est un sous-groupe abe´lien central
de R′, isomorphe a` un quotient de pi1(B) := Ker(a∗ : Gab → (GW )ab)/Torsion.
3. Pour tout entier k ≥ 0, on a des e´quivalences de commensurabilite´ :
(G/Dk+1G) ≡ (GY /D
k+1GY ) ∼= (GT/D
k+1GT )× pi1(B) ≡ (GW/D
k+1GW )× pi1(B),
ou` : H ≡ L signifie que les groupes H et L sont isomorphes, apre`s passage a quotient
par des sous-groupes normaux finis ade´quats.
Autrement dit : les quotients re´solubles canoniques de G sont (a` un groupe fini
fixe pre`s) des produits de ceux de GW (groupe fondamental de la de la base orbifolde
du “coeur” de (X|∆)) par des quotients de pi1(B).
De´monstration : Les assertions 1 et 2 sont imme´diates, compte-tenu de 5.3 et
de 6.8. Assertion 3 : la premie`re e´quivalence re´sulte de 5.3 applique´e au quotient
naturel ϕ : G → R := G/Dk+1G. Remarquer en effet que ϕ(Gf) est fini et normal.
On a donc une factorisation ϕ′ : GY /D
k+1GY → R/ϕ(Gf) := R
′, qui montre la
premie`re e´quivalence annonce´e. La seconde de´coule de 6.8. La troisie`me n’est autre
que la premie`re, applique´e a` (W |∆W ), apre`s produit avec pi1(B). 
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Remarque 6.10 Une re´ponse positive a` la question 5.2.1 pour le groupe ϕ(Ggf )
permettrait, a` l’aide des arguments de remplacer Y et T par les images d’Albanese
de X et W dans les e´nonce´s pre´ce´dents. Pour les quotients nilpotents, ces e´nonce´s
concernant les images d’Albanese de X et W sont vrais, par [Ca 95].
7 Quotients nilpotents des groupes de Ka¨hler.
7.1 Rappels sur quotients et groupes nilpotents.
Soit G un groupe, et s ≥ 1 un entier. On note Cs(G) le s-ie`me terme de sa
suite centrale descendante, de´finie par re´currence par : C1(G) := G, et Cs+1(G) :=
[G,Cs(G)], le groupe engendre´ par les commutateurs de G et de Cs(G) si s > 1.
Pour tout s ≥ 1, Cs(G) est un sous-groupe caracte´ristique de G.
Le groupe G est dit nilpotent de classe au plus s si Cs+1(G) est trivial (ie :
re´duit a` son e´le´ment neutre). On note alors ν(G) le plus petit entier s ≥ 1 tel
que Cs+1(G) = {1}. On appelle ν(G) la classe de nilpotence (exacte) de G. Donc
ν(G) = 0 (resp 1) si et seulement si G est trivial (resp. abe´lien non trivial).
Une extension 1 → Z → G → H → 1 d’un groupe nilpotent H par un groupe
abe´lien Z est nilpotente si elle est centrale (ie : si Z ⊂ Z(G), le centre de G).
On notera qs : G → G/C
s+1(G) := Gs le quotient naturel : Gs est ainsi le plus
grand quotient nilpotent de G de classe au plus s (les autres e´tant des quotients de
Gs). En ge´ne´ral, ν(Gs) < s (par exemple, si G est abe´lien, alors ν(Gs) = 1 pour
tout s > 1).
La plupart des proprie´te´s de finitude des groupes abe´liens s’e´tendent aux groupes
nilpotents (mais non pas aux groupes re´solubles). Si G est un groupe nilpotent, alors
(voir [Ro] pour les 4 premie`res proprie´te´s, et [R] pour la dernie`re) :
1. L’ensemble des e´le´ments de torsion T (G) est un sous-groupe (caracte´ristique)
de G. On note τG : G → G
∗ := G/T (G) le quotient. Alors G∗ est sans torsion. On
notera ν∗(G) := ν(G∗) ≤ ν(G).
2. Si G est de type fini, T (G) est fini.
3. Si G est de type fini, il est de pre´sentation finie.
4. Si G est de type fini, il est line´aire (ie : plongeable dans un Gl(n,R)). Plus
pre´cise´ment :
5. Si G est nilpotent, sans torsion, et de type fini, il existe un unique groupe de
Lie re´el et simplement connexe GR, de´fini sur Q, tel que G soit un re´seau cocompact
de GR. (On peut de´finir GQ intrinse`quement comme la re´union des ensembles des
racines m−ie`mes (uniques, car G est nilpotent sans torsion) des e´le´ments de G,
pour m > 0 entier). Le groupe GR est la comple´tion de Malc¸ev de G. On notera
alors LG son alge`bre de Lie (de´finie sur Q). On a donc aussi, pour tout s > 0 :
L(Cs(G)) = CsL(G), en notant CsL(G) le s-ie`me terme de la suite descendante
d’une alge`bre de Lie L(G).
Si G est un groupe arbitraire de type fini, alors G∗s := (Gs)
∗ est aussi de type
fini, nilpotent sans torsion et de classe de nilpotence au plus s. On notera donc
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LCs(G∗s) := LC
s(G). Remarquer que LCs(G∗m+s) = LC
s(G∗s), pour tout entier
m ≥ 0.
D’apre`s la proprie´te´ 1 ci-dessus, si G est un groupe arbitraire, et s > 0 entier, on
peut donc de´finir la compose´e q∗s := (τGs)◦qs : G→ G
∗
s, et C
s+1
∗ (G) := Ker(q
∗
s), que
nous appellerons (abusivement) (s + 1)-ie`me terme de la suite entrale descandante
sans torsion de G.
Les constructions pre´ce´dentes sont e´videmment fonctorielles en G. Si f : G→ H
est un morphisme de groupes, il induit donc des morphismes fs : C
s(G) → Cs(H),
f s : Gs → Hs, f
∗
s : G
∗
s → H
∗
s , surjectifs si f l’est. Et aussi, si G,H sont de type
fini et sans torsion : fR : GR → HR, ainsi que Lf : LG → LH , qui peuvent eˆtre
compose´s avec les pre´ce´dents.
7.2 Morphismes stricts de groupes
De´finition 7.1 Soit f : G → H un morphisme de groupes, G et H e´tant de types
finis. On dit que f est unmorphisme strict si, pour tout entier j ≥ 1, le morphisme
induit Lf ∗s : LC
s(G)→ LCs(H) est strict, c’est-a`-dire, si : f(LCs(G))∩LCj(H) =
f(LCj(G)), pour tout 0 ≤ s ≤ j. (En ge´ne´ral, le second membre est seulement inclus
dans le premier).
Si G = K × H est le produit direct de deux groupes, et si f est la seconde
projection, alors f est un morphisme strict. Cette notion ne semble pas avoir
de caracte´risation ou de proprie´te´s de stabilite´ de formulation simple en termes
alge´briques. Par contre, la ge´ome´trie Ka¨hle´rienne en fournit de nombreux exemples
(qui inspirent la terminologie) :
The´ore`me 7.2 Soit g : X → Y une application holomorphe entre varie´te´s
Ka¨hle´riennes compactes et connexes, et f = g∗ : pi1(X) → pi1(Y ) le morphisme
induit (on omet les points-base). Alors f est un morphisme de groupes strict.
De´monstration : C’est une conse´quence directe de deux re´sultats profonds.
Le premier, duˆ a` R. Hain ( voir [H 87], et [P-S, chap. 8]), affirme que, pour tout
entier s > 0, l’alge`bre de Lie LCs(pi1(X)) est munie d’une structure de Hodge mixte
naturelle, fonctorielle en X , avec pour filtration par le poids : W j(LCs(pi1(X))) =
LCj(pi1(X)), pour tout j ≥ 0. Le second re´sultat, duˆ a` P. Deligne ([D 71], voir aussi
[P-S, corollary 3.6, p. 65]) affirme que tout morphisme f : L → M de structures
de Hodge mixtes est strict, et en particulier, que f(L) ∩W j(M) = f(W j(L)), pour
tout entier j ≥ 0. 
Nous utiliserons la notion de morphisme strict de groupes dans la situation sui-
vante.
Soit h : K → G, et f : G → Q des morphismes de groupes de type fini tels
que la compose´e K → G → Q → {1} soit exacte. Soit alors s > 0 un entier, et
q∗s : G→ G
∗
s le quotient naturel.
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On en de´duit comme suit un diagramme commutatif de groupes, a` lignes exactes :
K //

G //

Q //

1
K ′ // G
∗
s
// Q′ // 1
Soit K ′ := K/K ∩ Ker(q∗s), et hs : K → K
′ les quotients de´duits de h et K.
Le groupe K ′ est naturellement un sous-groupe distingue´ (ou normal) de G∗s. Soit
G∗s → G
∗
s/K
′ := Q′ le quotient. Il existe alors un unique morphisme de groupes
(surjectif) Q→ Q′ rendant commutatif le diagramme pre´ce´dent.
Les groupes K ′ et Q′ sont donc nilpotents de classe au plus s, et K ′ est sans
torsion.
Proposition 7.3 Dans la situation pre´ce´dente, on suppose que h : K → G est
strict. Alors :
ν(G∗s) = max{ν(K
′), ν∗(Q′)} := m
De´monstration : On a, bien suˆr, toujours : ν(G∗s) ≥ m sans hypothe`se sur h. On
peut supposer que Q′ est sans torsion (en effet : remplacer Q′ par Q” := Q′/T (Q′) ;
le noyau du morphisme compose´ G∗s → Q” est alors un sous-groupe K” (nilpotent
sans torsion) de G∗s dans lequel K
′ est d’indice fini. On a donc : ν(K”) = ν(K ′). Il
suffit alors de conside´rer la suite exacte K”→ G∗s → Q”→ {1}, puisque les alge`bres
de Lie des comple´tions de Malc¸ev de K ′ et K” coincident, de sorte que le morphisme
K”→ G∗s est e´galement strict).
Plac¸ons-nous dans Ls(G) = Ls(G∗s).
(1) On a : Lm+1(K”) = L(K”) ∩ Lm+1(G∗s) = {0}, puisque h est strict et m ≥
ν(K”).
(2) D’autre part, Lsh(Lm+1(G∗s)) ⊂ L
m+1(Q”) = {0}, puisque m ≥ ν(Q”).
(3) Enfin, L(K”) = Ker(Lsh), puisque K” = Ker(G∗s → Q”).
On de´duit de (2) et (3) que Lm+1(G∗s) ⊂ L(K”), puis de (1) que L
m+1(G∗s) = {0}.
Puisque Lm+1(G∗s) = LC
m+1(G∗s), on a donc bien : C
m+1(G∗s) = {1} 
7.3 Fibrations et classe de nilpotence des groupes de
Ka¨hler.
Soit X, Y des varie´te´s Ka¨hle´riennes compactes et connexes, et g : X → Y une
fibration, c’est-a`-dire : une application holomorphe surjective et a` fibres connexes.
SoitXy une fibre lisse arbitraire de f . L’inclusion deXy dans X induit un morphisme
de groupes h : K := pi1(Xy)→ G := pi1(X), dont l’image est un sous-groupe normal
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de pi1(X). Le morphisme de groupes g∗ = f : G := pi1(X) → Q := pi1(Y ) est
surjectif.
La compose´e g∗ ◦ h : pi1(Xy) → pi1(Y ) est triviale, mais la suite de groupes
K := pi1(Xy) → G := pi1(X) → Q := pi1(Y ) → {1} n’est pas exacte en pi1(X) en
ge´ne´ral (en pre´sence de fibres multiples).
Conside´rons (comme dans la proposition 7.3) le quotient : q∗s : G → G
∗
s :=
pi1(X)
∗
s, puis le noyau K du morphisme compose´ q
∗
s ◦h : K → G
∗
s, ensuite le quotient
K ′ := K/K, et enfin le quotient G∗s → Q
′ := G∗s/K
′ (qui n’est pas a priori un
quotient de Q, mais seulement de G/K).
The´ore`me 7.4 Dans la situation pre´ce´dente, les trois proprie´te´s suivantes sont
satisfaites :
1. Q′ est un quotient de Q.
2. ν(G∗s) = max{ν(K
′), ν∗(Q′)}.
3. ν(G∗s) ≤ max{ν(K
∗
s ), ν(Q
∗
s)}.
De´monstration : La proprie´te´ (3) de´coule de (2) et (1), puisque K ′ (resp. Q′)
est un quotient de K∗s (resp. Qs). La proprie´te´ (2) re´sulte de 7.2 et de 7.3. Enfin, le
lemme 7.5 suivant implique aussi la proprie´te´ (1), puisque Q′ est nilpotent de classe
au plus s 
Lemme 7.5 Avec les notations K = pi1(Xy), G = pi1(X) pre´ce´dentes, si Q¯ :=
G/K, alors pour tout entier s > 0, le quotient naturel Q¯ → Q induit des isomor-
phismes Q¯∗s
∼= Q∗s. Plus ge´ne´ralement, tout morphisme de groupes Q¯ → H dont
l’image est sans torsion se factorise par Q.
De´monstration :Il suffit d’e´tablir la seconde assertion, puisque les groupes
Q¯∗s sont line´aires sans torsion. Nous allons utiliser pour cela la base orbifolde ∆g
de la fibration g (voir [Ca 07]]). Les assertions de l’e´nonce´ sont invariantes par
transformation bime´romophe de X . Nous pouvons donc supposer la fibration g :
X → Y nette (voir [Ca 07,chap. 3.2]) et telle que sa base orbifolde (Y |∆g) soit lisse
(ie : Y est lisse, et le support du diviseur ∆g est a` croisements normaux).
Dans ce cas, Q¯ = pi1(Y |∆g) ([Ca 07,chap. 11.2], par exemple), et le noyau du
quotient Q¯ := pi1(Y |∆g)→ Q = pi1(Y ) est engendre´ par des e´le´ments de torsion. Le
lemme en re´sulte, puisque ces e´le´ments ont une image triviale dans H 
Corollaire 7.6 Soit g : X → Y une fibration, avec X Ka¨hler compacte et
connexe 12. Supposons que K := pi1(Xy)X := Im(pi1(Xy)→ pi1(X)) et Q := pi1(Y |∆)
sont re´solubles. Alors pi1(X), K et Q sont virtuellement nilpotents, et ν(G
∗) =
max{ν(K∗), ν(Q∗)}.
En particulier, si K et Q sont presque-abe´liens, G l’est aussi.
12. On doit supposer g “nette” (voir [Ca 07]). Cette condition est re´alise´e apre`s modifications
de X et Y .
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Example 7.7 On de´duit aise´ment de 7.6 que si f : X → Y est une submersion
propre et connexe sur un tore complexe, et si les fibres de f sont des tores complexes,
alors X est reveˆtue par un tore complexe si X est Ka¨hler (proprie´te´ sugge´re´e par
une observation similaire du referee). Remarquer en effet que la fibration est alors
isotriviale.
Remarque 7.8
1. Le the´ore`me 7.4 s’e´tend aise´ment au cadre des orbifoldes a` multiplicite´s finies
(graˆce au lemme 7.5 ci-dessus). Par contre le cas logarithmique ne´cessiterait des
ingre´dients nouveaux (tels que ceux de [M 78]).
2. Il serait inte´ressant de savoir si la proprie´te´ (2) du the´ore`me 7.4 subsiste si
l’on y remplace G∗s = pi1(X)
∗
s par un quotient nilpotent sans torsion arbitraire de
G = pi1(X).
3. Observons que cette proprie´te´ ne subsiste pas si l’on remplace K par un sous-
groupe normal ne provenant pas d’une fibration. On le voit sur l’exemple de groupe
de Ka¨hler Heisenberg G construit dans [Ca 95] : on a en effet une suite exacte :
1→ Z→ G→ A⊕B → 1,
avec : A ∼= B ∼= Z⊕2m, m ≥ 4. L’image re´ciproque A′ de A dans G est abe´lien, ainsi
que G/A′ ∼= B, alors que 2 = ν(G) > max{ν(A′), ν(G/A′)} = 1.
7.4 Question.
Nous venons de voir que les quotients des sous-groupes d’indice fini de G =
pi1(X), X copacte lisse et Ka¨hler sont des groupes de type fini arbitraires si et
seulement si X admet (apre`s reveˆtement fini e´tale X ′ ade´quat) un morphisme sur
une courbe hyperbolique. Il est donc essentiel de pouvoir caracte´riser cette situation
aussi simplement que possible. Nous avons vu qu’elle e´quivaut aux conditions :
Σ1(G′) infini, ou encore DG′ de type infini.
On propose ci-dessous deux autres conditions potentiellement e´quivalentes :
Question 7.9 Soit X compacte et Ka¨hler connexe, et X ′ un reveˆtement e´tale fini
ade´quat, avec G′ := pi1(X
′). A-t’on e´quivalence entre les proprie´te´s suivantes :
1. Il existe X ′ admettant une fibration f ′ : X ′ → C ′ sur une courbe de genre
g ≥ 2.
2. Pour tout N > 0, il existe X ′ tel que q(X ′) := h1,0(X ′) ≥ N .
3. Il existe X ′ tel que ν((G′)∗s) = s, ∀s > 0, avec les notations de 7.1.
La condition 1 implique les deux autres. L’implication 2 =⇒ 1 pourrait eˆtre
e´ventuellement e´tablie en montrant que DG′ n’est alors pas de type fini. L’implica-
tion 3 =⇒ 2 semble ne´cessiter l’utilisation des ensembles de Green-Lazarsfeld et la
structure de Hodge mixte de Hain sur les quotients nilpotents de G′.
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